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ðåøåíèÿ çàäà÷, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè êîíñòðóèðîâàíèè è íàñòðîéêå òåõíè-

÷åñêèõ óñòðîéñòâ, óïðàâëÿåìûõ (èëè íàöåëèâàåìûõ, ïðîãðàììèðóåìûõ) ÷å-

ëîâåêîì. Çà ïîñëåäíèå ïîëâåêà ìåòîäû òåîðèè óïðàâëåíèÿ âûøëè çà ãðàíèöû

÷èñòî òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé è ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ â îáëàñòè ìàòåìàòè-

÷åñêîé ýêîíîìèêè, â ìåäèöèíå è áèîëîãèè.

Öåëü ïîñîáèÿ � ïîçíàêîìèòü ÷èòàòåëÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ òåîðèåé óïðàâëå-

íèÿ â òðàäèöèîííîì åå ïîíèìàíèè, ñ òîé åå ÷àñòüþ, êîòîðóþ íàçûâàþò òåîðè-

åé ðåãóëèðîâàíèÿ (àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ). Èçëîæåíèå èìååò ââîäíûé,
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îçíàêîìèòåëüíûé õàðàêòåð. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññêàçàòü î ïðåäìåòå íå òîëüêî

íà óðîâíå ïîíÿòèé è îïðåäåëåíèé, íî è óãëóáèòüñÿ, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî, â

ìàòåìàòè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå èäåè, âûñòðàèâàÿ ïðè ýòîì ëîãèêó èçëîæåíèÿ

òàê, ÷òîáû äëÿ ðÿäà îñíîâíûõ òåîðåì äàòü ïðîñòûå äîêàçàòåëüñòâà.

Â ïîñîáèè ïðåäñòàâëåíû êàê êëàññè÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà è ñèíòåçà ñè-

ñòåì óïðàâëåíèÿ, òàê è ðÿä ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ

äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè è èäåíòèôèêàöèè ñèñòåì óïðàâ-

ëåíèÿ.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíû ìàòåðèàëû ëàáîðàòîðíîãî ïðàêòèêóìà, âûïîë-

íÿÿ êîòîðûé, ÷èòàòåëü ìîæåò ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîâåðèòü ìåòîäû íàñòðîéêè

ðåãóëÿòîðîâ, ïðèîáðåñòè îïûò àíàëèçà çàïàñà óñòîé÷èâîñòè ïî êëàññè÷åñêèì

êðèòåðèÿì íà îñíîâå ãîäîãðàôà Íàéêâèñòà è ñîâðåìåííûìè ìåòîäàìè ïî íîð-

ìå ðåøåíèé ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà, óâèäåòü òðóäíîñòè ïðîöåññà

äèñêðåòèçàöèè, íàó÷èòüñÿ ¾êðàñèâî ôèëüòðîâàòü¿ øóì íàáëþäåíèé è èäåí-

òèôèöèðîâàòü ïàðàìåòðû óðàâíåíèé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñîâðåìåííûìè ðå-

ñóðñîåìêèìè, íî ýôôåêòèâíûìè ìåòîäàìè. Â êà÷åñòâå ïðîãðàììíîãî èíñòðó-

ìåíòàðèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò âûáðàíû ñâîáîäíî ðàñïðî-

ñòðàíÿåìûå ïàêåòû Micro-Cap Demo (spectrum-soft.com) è Scilab (scilab.org),

èäåéíî áëèçêèé ê MATLAB. Ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì â îïðåäåëåííîé ñòå-

ïåíè ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì è äëÿ ñòóäåíòîâ ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà è

ìàòåìàòè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÍÃÓ.

Ïîñëå êàæäîé ãëàâû ïðèâåäåí ïåðå÷åíü ïðèìåðíûõ êîíòðîëüíûõ âîïðî-

ñîâ è óïðàæíåíèé äëÿ çàêðåïëåíèÿ ìàòåðèàëà. ×àñòü çàäà÷ áûëà âçÿòà èç

ïîñîáèé, ïåðå÷èñëåííûõ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.

Àâòîð ñ÷èòàåò ñâîèì äîëãîì âûðàçèòü ïðèçíàòåëüíîñòü Àëüáåðòó Íèêî-

ëàåâè÷ó Àíãåëüñêîìó, ÷åé êóðñ ¾Îñíîâû òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿ ñëóøàë àâòîð,

è ïîä íåïîñðåäñòâåííûì âëèÿíèåì êîòîðîãî ñëîæèëîñü èçëîæåíèå ðàçäå-

ëîâ 1.10, 8.1, ãëàâ 2, 7 è 8. Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû 10.2, 10.4 ñîñòàâëåíû íà

îñíîâå ìàòåðèàëîâ À.Í.Àíãåëüñêîãî.

Âñþäó â òåêñòå çíàê
.
= îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ, > � òðàíñïî-

íèðîâàíèå ìàòðèöû, � êîíåö äîêàçàòåëüñòâà.



Ãëàâà 1

Íà÷àëüíûå ïîíÿòèÿ

Â ïåðâîé ãëàâå êðàòêî èçëàãàþòñÿ íà÷àëüíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ðåãóëèðîâàíèÿ,

äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èòàòåëü ñìîã ñàìîñòîÿòåëüíî âûïîëíèòü ïåðâûå ïðàêòè-

÷åñêèå çàäàíèÿ ïî êîíñòðóèðîâàíèþ è íàñòðîéêå ðåãóëÿòîðîâ. Áîëåå îáùèå

îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû ñ äîêàçàòåëüñòâàìè îòíåñåíû â ïîñëåäóþùèå ãëà-

âû. ¾Ìàòåìàòèêà åñòü íàóêà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ, îïðåäåëåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ

ïîñëåäíèìè¿ (Î.Õåâèñàéä, 1880 ã.).

1.1 Ïðèìåðû ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé îá-

ðàòíîé ñâÿçüþ

Îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåáëÿåìûõ ñëîâ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåò-

ñÿ ñèñòåìà. Òàê íàçûâàþò íåêîòîðîå óñòðîéñòâî, íàõîäÿùååñÿ ïîä âíåøíèì

âîçäåéñòâèåì u(t) . Ïîâåäåíèå óñòðîéñòâà (ñèñòåìû) îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

x(t) . Âàæíî, ÷òî u(t) è x(t) èãðàþò ðîëü ïðè÷èíû è ñëåäñòâèÿ, ïîýòîìó u(t)

íàçûâàþò âõîäîì ñèñòåìû è ðàñïîëàãàþò íà ðèñóíêàõ ñëåâà, à x(t) íàçûâàþò

âûõîäîì ñèñòåìû è ðàñïîëàãàþò ñïðàâà1. Âíóòðè ñèñòåìû ìîãóò ó÷èòûâàòü-

ñÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå ñâÿçè ìåæäó åå ÷àñòÿìè. Íàïðàâëåíèå îò ïðè÷èíû

ê ñëåäñòâèþ îáîçíà÷àþò ñòðåëêîé. Âñå ôóíêöèè âðåìåíè îáû÷íî îïðåäåëÿþò

íà èíòåðâàëå t > 0 .

Óïðàâëåíèå ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå öåëè. Âàæíåéøèì â òåîðèè àâòîìàòè-

÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè. Âñÿ-

êîå óêëîíåíèå îò öåëè äâèæåíèÿ èñïðàâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì äåéñòâèåì.

1При записи дифференциальных уравнений поступают наоборот: справа от знака равенства пишут
функцию внешнего воздействия.
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Ýòî è åñòü îòðèöàòåëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ äâèæóùèìñÿ îáúåêòîì � íà-

ïðèìåð, êîðàáëåì. Îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ êîðàáëü è óñòðîéñòâà äëÿ îñóùåñòâ-

ëåíèÿ îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè: íàáëþäåíèÿ çà êóðñîì, âû÷èñëåíèÿ åãî

îøèáêè è óêàçàíèÿ íîâîãî ïîëîæåíèÿ ðóëÿ. Ýòè óñòðîéñòâà íàçûâàþò ðåãó-

ëÿòîðîì.

Íà âõîäå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ çàäàåòñÿ æåëàåìûé êóðñ êîðàáëÿ u = u(t) .

Âûõîäîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ðåàëüíîãî êóðñà x = x(t) . Öåëü íàñòðîéêè ñè-

ñòåìû óïðàâëåíèÿ � äîáèòüñÿ âîçìîæíî ìåíüøåãî ðàññîãëàñîâàíèÿ ìåæäó

u(t) è x(t) .

−

+u
K

e = u− x x = Ke

Ðèñ. 1.1: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè

Âêëþ÷åíèå îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè (ðèñ. 1.1) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

x = K (u− x) , èç êîòîðîãî ñëåäóåò

x =
K

1 +K
u.

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïðèáëèæàåòñÿ ê u ïðè óâåëè÷åíèè êîýôôèöèåí-

òà K , ïîýòîìó çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé K ïðèáëèæåííî

ðåøåíà.

Ðàññìîòðèì íåìíîãî áîëåå ñëîæíóþ ñèñòåìó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 1.2.

−

+u
K

e = u− x
W

v x = Wv

Ðèñ. 1.2: Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ îáúåêòîì W

Îòëè÷èå îò ïåðâîãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò â âûäåëåíèè íåèçìåíÿåìîãî áëîêà W .

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèìâîëîì W îáîçíà÷åí îáúåêò óïðàâëåíèÿ, à íàñòðà-
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èâàåìûì ïàðàìåòðîì ðåãóëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò K . Ñâÿçü ìåæäó

âûõîäîì è âõîäîì èìååò âèä

x =
KW

1 +KW
u.

Ïî-ïðåæíåìó ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ K âûõîä îáúåêòà x áëèçîê ê çàäàí-

íîé ôóíêöèè u , è çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííî ðåøåííîé

íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ W , êîòîðîå ìîæåò áûòü è íå èçâåñòíûì.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ñ äâóìÿ âõîäíûìè âîçäåéñòâè-

ÿìè � ¾ëîöìàíà¿ (u ) è ¾ðóëåâîãî¿ (v ) (ñì. ðèñ. 1.3)2.

−
K

W
x

u +

v +

+

K(u− x)

Ðèñ. 1.3: Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ îáúåêòîì W ñ äâóìÿ âõîäíûìè âîçäåéñòâèÿìè

Ñèãíàë K (u− x) èç îáðàòíîé ñâÿçè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîððåêöèþ

óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ v ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ îòêëîíåíèÿ x−u âûõîäà

îáúåêòà W îò ¾êóðñà¿ u , çàäàííîãî ¾ëîöìàíîì¿. Èç ñîîòíîøåíèÿ

x = W (v +K (u− x))

ñëåäóåò, ÷òî ñâÿçü ìåæäó âûõîäîì è äâóìÿ âõîäàìè äàåòñÿ óðàâíåíèåì

x =
KW

1 +KW
u+

W

1 +KW
v.

Ïðè óâåëè÷åíèè K âûõîä x ïðèáëèæàåòñÿ ê ñèãíàëó ¾ëîöìàíà¿ u , à ñèãíàë

¾ðóëåâîãî¿ v ïåðåñòàåò âëèÿòü íà âûõîä îáúåêòà. Â ðåçóëüòàòå ñèãíàë v

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìóùåíèå, âëèÿíèå êîòîðîãî íà âûõîä îáúåêòà

íèâåëèðóåòñÿ îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ.

2Идею этого примера предложил В. Г.Казаков.
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1.2 Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ, êîãäà ñâÿçü ìåæäó âõîäîì v è âûõîäîì x îáúåêòà óïðàâ-

ëåíèÿ W íà ðèñ. 1.2 îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèå-

ìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

x(n) + an−1x
(n−1) + . . .+ a0x = b0v. (1.1)

Çäåñü èíäåêñ â êðóãëûõ ñêîáêàõ îáîçíà÷àåò ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé:

x(i) .=
di

dti
x(t).

Íàïîìíèì ïîðÿäîê ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1).

1. Ñíà÷àëà èùåòñÿ îáùåå ðåøåíèå x0(t) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

x
(n)
0 + an−1x

(n−1)
0 + . . .+ a0x0 = 0 (1.2)

ïîäñòàíîâêîé x0 = ceλt , ãäå c, λ ∈ C � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Â ðåçóëüòàòå ïðè

c 6= 0 ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a0 = 0, (1.3)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (1.1), à ìíî-

ãî÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè � õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì. Îí âñåãäà èìååò

n êîìïëåêñíûõ êîðíåé λ1, . . . , λn ∈ C .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå êîðíè ðàçëè÷íû. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ (1.2) åñòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé

X0
.
=
{
x0(t) = c1e

λ1t + . . .+ cne
λnt : c1 . . . , cn ∈ C

}
.

Ïóñòü êîðåíü λ1 èìååò êðàòíîñòü k > 1 , ò. å. ìíîæåñòâî êîðíåé èìååò âèä

{λ1, . . . , λn} = {λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
k

, λk+1, . . . , λn}.

Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå ñîñòîèò èç ôóíêöèé âèäà

x0(t) =
(
c11 + c12t+ . . .+ c1kt

k−1
)

eλ1t + ck+1e
λk+1t + . . .+ cne

λnt, (1.4)
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êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíàìè. Àíàëîãè÷íî âûïèñûâàåòñÿ îáùåå

ðåøåíèå, åñëè åñòü è äðóãèå êðàòíûå êîðíè.

2. Íà âòîðîì øàãå èùåòñÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.1).

Ýòî ìîæåò áûòü ëþáàÿ (ïî âîçìîæíîñòè íàèáîëåå ïðîñòàÿ) ôóíêöèÿ, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1.1). Äëÿ ïðèìåðà ïóñòü b0v(t) ≡ 1 . Òîãäà ÷àñòíûì

ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòà x1(t) ≡ const . Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå (1.1)

ïðèâîäèò ê îòâåòó x1(t) ≡ 1
a0
.

3. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.1) åñòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé

X = X0 + x1(t).

Ïóñòü x2(t) � äðóãîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1). Òîãäà ðàçíîñòü

x2(t)−x1(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.2) (ïðîâåðüòå ïîä-

ñòàíîâêîé), è ïðèáàâëåíèå ôóíêöèè x2(t)−x1(t) ê ìíîæåñòâó X0 íå èçìåíÿåò

ýòîãî ìíîæåñòâà:

X0 + x2(t)− x1(t) = X0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà X0 + x1(t) è X0 + x2(t) ñîâïàäàþò:

X0 + x1(t) = X0 + x2(t)− x1(t) + x1(t) = X0 + x2(t).

Çíà÷èò, â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ìîæíî áðàòü ëþáîå ðåøåíèå íåîäíîðîä-

íîãî óðàâíåíèÿ (1.1).

Äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû è ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1.1) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ai ∈ R .

Âûäåëèì äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ x(t) ∈ R .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàç-

ëàãàåòñÿ íà ñîìíîæèòåëè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè íå

âûøå äâóõ:

χ(λ) = λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a0 =

=
(
λ2 + p1λ+ p0

)
. . .
(
λ2 + q1λ+ q0

)
. . . (λ+ r0) . (1.5)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî X0 ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.2)

ñîñòîèò èç ñóìì ðåøåíèé óðàâíåíèé ñòåïåíè íå âûøå äâóõ, ïîýòîìó äëÿ
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ïîíèìàíèÿ êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé äîñòàòî÷íî èçó÷èòü

óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

x(2) + a1x
(1) + a0x = 0, a0,1 ∈ R. (1.6)

Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí λ2 + a1λ+ a0 èìååò êîðíè

λ1,2 = −a1

2
±
√(a1

2

)2

− a0.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîì äèñêðèìèíàíòå(
a1
2

)2 − a0 > 0 îáùåå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ñóììó äâóõ ýêñïîíåíò ñ äåéñòâèòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè λ1,2t è êîýô-

ôèöèåíòàìè c1,2 ∈ R : x0(t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t .

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íóëåâîì äèñêðèìèíàíòå
(
a1
2

)2 − a0 = 0

îáùåå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6) åñòü êâàçèìíîãî÷ëåí ñ äåé-

ñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì λt ó ýêñïîíåíòû è êîýôôèöèåíòàìè c1,2 ∈ R :

x0(t) = (c1 + c2t) eλt.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè îòðèöàòåëüíîì äèñêðèìèíàíòå(
a1
2

)2 − a0 < 0 îáùåå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6) èìååò âèä

x0(t) = c1e
(α+iω)t + c2e

(α−iω)t, c1,2 = ρe±iϕ, ρ, ϕ ∈ R. (1.7)

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî îáùåå ðåøåíèå x0(t) (1.7) âñåãäà ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

x0(t) = 2ρeαt cos (ωt+ ϕ) = eαt (A1 sinωt+ A2 cosωt) , A1,2 ∈ R.

(Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé Ýéëåðà eiy = cos y + i sin y .)

Âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.6) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è íåêðàò-

íûìè êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ïðåäñòàâëåíû íà ÷åòûðåõ

ðèñóíêàõ3.
3Все рисунки в тексте выполнены с помощью пакетов TikZ, PGF системы LATEX. См.:

http://www.texample.net/tikz/examples.
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t

Ae−|α|t cos(ωt+ ϕ)

α < 0

t

Aeαt cos(ωt+ ϕ)

α > 0

t

ce−|α|t

α < 0

t

ceαt

α > 0

Ðèñ. 1.4: Êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

1.3 Óñòîé÷èâîñòü

Óñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. Èç ðàñ-

ñìîòðåííûõ ïðèìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ðåàëüíàÿ ÷àñòü α êàêîãî-ëèáî êîðíÿ

λ = α+ iω õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, òî îãèáàþ-

ùàÿ ðåøåíèÿ ceλt ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ñî âðåìåíåì. Ýòî ïðèìåð íåóñòîé-

÷èâîñòè. Íåóñòîé÷èâîñòü òåõíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðèâîäèò ê êàòàñòðîôå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìà x = Ŵu óñòîé÷èâà, åñëè äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé

îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè âõîäà u(t) , |u(t)| 6 cu < ∞ , ôóíêöèÿ âûõîäà x(t)

îãðàíè÷åíà: |x(t)| 6 cx < ∞ , t > 0 . Ñèñòåìà ñ íóëåâîé âõîäíîé ôóíêöèåé

u(t) ≡ 0 óñòîé÷èâà, åñëè ôóíêöèÿ âûõîäà ñ ðîñòîì âðåìåíè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

x(t)→ 0 .

Âìåñòî óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ìîæíî ãîâîðèòü îá óñòîé÷èâîñòè åå óðàâ-

íåíèÿ. Èññëåäîâàíèå êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ âòîðîãî

ïîðÿäêà ïðèâîäèò ê âàæíîìó âûâîäó.
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Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.2) íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ó âñåõ êîðíåé λ = α + iω õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-

÷ëåíà ðåàëüíàÿ ÷àñòü áûëà ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ: α < 0 .

Óïðàæíåíèå 5. Ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè îäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (1.6) â âèäå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû a1,0 . Îòâåò:

a1 > 0 è a0 > 0 .

Â ãëàâå 3 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâîñòè íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

(1.1) òàêæå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ó âñåõ êîðíåé åãî õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ðåàëüíàÿ ÷àñòü áûëà ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

x(1)(t) = 1 . Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò åäèíñòâåííûé íóëåâîé êî-

ðåíü λ = 0 . Óðàâíåíèå èìååò íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå x1(t) = t , ïîýòîìó

óðàâíåíèå íåóñòîé÷èâî.

1.4 Îïåðàòîðíàÿ çàïèñü è ñäâèã ïî âðåìåíè

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ: ŝ
.
= d

dt . Óðàâíåíèå

îáúåêòà (1.1) çàïèøåòñÿ â îïåðàòîðíîì âèäå:(
ŝn + an−1ŝ

n−1 + . . .+ a0

)
x = b0v

Ñèìâîë W îáúåêòà óïðàâëåíèÿ íà ðèñ. 1.2 çàìåíÿåòñÿ íà ñèìâîë îïåðàòîðà

Ŵ , äåéñòâóþùåãî íà ôóíêöèþ v :

Ŵ =
b0

(ŝn + an−1ŝn−1 + . . .+ a0)
.

Ôîðìàëüíî ïî-ïðåæíåìó x = Ŵv , íî âìåñòî óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî óêàçàí

îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèþ â öåëîì. Äðîáü â âûðàæåíèè äëÿ Ŵ

èìååò ñìûñë ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè óðàâíåíèÿ (1.1).

Îïðåäåëèì îïåðàòîð ζ̂τ ñäâèãà ïî âðåìåíè íà τ ñîîòíîøåíèåì

ζ̂τx(t)
.
= x(t+ τ).
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Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà, âûðàçèì îïåðàòîð ñäâèãà ζ̂τ ÷åðåç

îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

x(t+ τ) = x(t) + x(1)(t)τ + x(2)(t)
τ 2

2!
+ x(3)(t)

τ 3

3!
+ . . .

.
=

.
=

(
1 + ŝτ +

ŝ2

2!
τ 2 +

ŝ3

3!
τ 3 + . . .

)
︸ ︷︷ ︸

eŝτ

x(t).

Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñîâïàäàåò ñ ðàçëîæåíèåì â ðÿä ýêñïîíåíòû

ñ ïîêàçàòåëåì ŝτ (åñëè äîïóñòèòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ýêñïîíåíòû). Ýòî

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü åñòåñòâåííóþ êðàòêóþ çàïèñü äëÿ îïåðàòîðà ñäâèãà:

ζ̂τ
.
= eŝτ .

Ïðèåìû àíàëèçà ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ èñ÷èñëåíèÿ îïåðàòîðîâ áû-

ëè ðàçðàáîòàíû âî âòîðîé ïîëîâèíå XIXâ. Î.Õåâèñàéäîì. Áîëåå ïîäðîáíî

ýòè âîïðîñû áóäóò ðàññìîòðåíû â ãëàâå 2.

1.5 Ëèíåàðèçàöèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-

íèåì

F (x(n)(t), . . . , x(0)(t), u(m)(t), . . . , u(0)(t), t) = 0, t > 0. (1.8)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ F (·) äèôôåðåíöèðóåìà ïî âñåì àðãóìåíòàì.

Ïóñòü ïàðà ôóíêöèé x̃(t) , ũ(t) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.8):

F (x̃(n)(t), . . . , x̃(0)(t), ũ(m)(t), . . . , ũ(0)(t), t) = 0, t > 0. (1.9)

Îïðåäåëèì ôóíêöèè îòêëîíåíèé:

ε(t)
.
= x̃(t)− x(t), ω(t)

.
= ũ(t)− u(t).

Ïîñòàâèì âîïðîñ: êàêîìó óðàâíåíèþ ïîä÷èíÿþòñÿ ôóíêöèè ε(t), ω(t) ? Åñëè

îòêëîíåíèÿ ìàëû â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, òî îòâåò íàõîäèòñÿ ïóòåì ëèíåà-

ðèçàöèè óðàâíåíèÿ (1.8).

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ F â ðÿä Òåéëîðà îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ
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â òî÷êå t. Îáîçíà÷èì ai = ai(t)
.
= ∂F

∂x(i)
, bi = bi(t)

.
= ∂F

∂u(i)
. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

F (x̃(n), . . . , x̃(0), ũ(m), . . . , ũ(0), t) =

= F (x(n), . . . , x(0), u(m), . . . , u(0), t)+

+ anε
(n) + . . .+ a0ε

(0) + bmω
(m) + . . .+ b0ω

(0) +R.

Çäåñü R � îñòàòî÷íûé ÷ëåí, ñòðåìÿùèéñÿ ê íóëþ ïðè óìåíüøåíèè íîðì ïðî-

èçâîäíûõ ôóíêöèé ε(t) è ω(t) . Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ (1.8) è (1.9), ïðèõîäèì

ê ðàâåíñòâó

anε
(n) + . . .+ a0ε

(0) + bmω
(m) + . . .+ b0ω

(0) +R = 0.

Ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Çàìåíèì åãî ëèíåéíûì óðàâíå-

íèåì, îòáðîñèâ îñòàòî÷íûé ÷ëåí R :

anε
(n) + . . .+ a0ε

(0) + bmω
(m) + . . .+ b0ω

(0) = 0. (1.10)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå óæå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé (1.8)

è (1.9), íî â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îíî áëèçêî ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (1.8).

Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (1.10) îïèñûâàåò îòêëîíåíèÿ, êîòîðûå ñâÿçûâà-

þò ëþáûå äâå ïàðû ôóíêöèé x(t), u(t) è x̃(t), ũ(t), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâ-

íåíèþ (1.8), â ìàëîé îêðåñòíîñòè x(t), u(t).

Óïðàæíåíèå 6. Âûïîëíèòå ëèíåàðèçàöèþ óðàâíåíèÿ

x(1)(t) + x2(t) = 0, t > 0,

âáëèçè ðåøåíèÿ x(t) = 1
t+100 . Îòâåò: ε

(1)(t) +
(

2
t+100

)
ε(t) = 0 .

Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå (1.10) íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì (àâ-

òîíîìíûì), åñëè åãî êîýôôèöèåíòû ai , bi íå çàâèñÿò îò âðåìåíè.

Ïðèìåð. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå ε(1)(t) +
(

2
t+100

)
ε(t) = 0 ïðè ìàëîì èçìåíå-

íèè âðåìåíè t ∈ (0, T ) , T � 100, ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî çàìåíåíî ñòà-

öèîíàðíûì óðàâíåíèåì ε(1)(t) + 2
100ε(t) = 0 . Åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

ε(t) = ce−
2t/100 , c ∈ R .
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1.6 Èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Ïåðâûì, êòî ñâåë çàäà÷ó àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ðåãóëÿòîðà ê èçó÷åíèþ ðàñ-

ïîëîæåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà (ïóòåì èññëåäîâàíèÿ ìà-

ëûõ êîëåáàíèé è ëèíåàðèçàöèè), áûë Äæ.Ê.Ìàêñâåëë. Â ñòàòüå 1868 ã. ¾Î

ðåãóëÿòîðàõ¿ [3] (ïðîäîëæàþùåé åãî áîëåå ðàííèå èññëåäîâàíèÿ îá óñòîé÷è-

âîñòè êîëåö Ñàòóðíà) Äæ.Ê.Ìàêñâåëë ïîñòàâèë âîïðîñ î ïîëó÷åíèè óñëîâèé

íà êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà, íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ äëÿ óñòîé÷èâî-

ñòè. Îí ïèñàë: ¾ß íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü ïîëíîñòüþ ýòè óñëîâèÿ äëÿ

óðàâíåíèÿ âûøå òðåòüåé ñòåïåíè, íî ÿ íàäåþñü, ÷òî ýòîò âîïðîñ ïðèâëå÷åò

âíèìàíèå ìàòåìàòèêîâ¿. Èñêîìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ áû-

ëè ïîëó÷åíû Ý.Äæ.Ðàóñîì â 1876 ã.

Ïðèìåíåíèå òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ðåãóëÿòîðîâ â ïðîìûøëåííîñòè íà÷à-

ëîñü ïîñëå ðàáîò È.À.Âûøíåãðàäñêîãî 1876�77 ãã. [3]. Îí èññëåäîâàë äèíà-

ìèêó ïàðîâîé ìàøèíû ñ ðåãóëÿòîðîì Óàòòà, îïèñàâ åå ñóùåñòâåííûå îñî-

áåííîñòè óðàâíåíèåì 3-ãî ïîðÿäêà è ñôîðìóëèðîâàâ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

â óäîáíîì äëÿ ðàñ÷åòîâ âèäå. Ëèíåàðèçîâàííàÿ òåîðèÿ äëÿ àíàëèçà ñîñòàâ-

íûõ ðåãóëÿòîðîâ íåïðÿìîãî äåéñòâèÿ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ óïðàâëåíèÿ áîëü-

øèìè òóðáèíàìè, áûëà ñîçäàíà ñëîâàöêèì èíæåíåðîì Àóðåëåì Ñòîäîëîé â

1893�1894 ãã. [3]. Åùå íå çíàÿ èññëåäîâàíèé Äæ.Ê.Ìàêñâåëëà è Ý.Äæ.Ðàóñà,

À.Ñòîäîëà îáðàòèëñÿ ê ñâîåìó òîâàðèùó À. Ãóðâèöó ñ ïðîñüáîé íàéòè óñëî-

âèÿ óñòîé÷èâîñòè êîðíåé ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n . Òàêèå óñëî-

âèÿ â óäîáíîé äåòåðìèíàíòíîé ôîðìå áûëè ïîëó÷åíû â 1893 ã. Îíè èçâåñòíû

êàê óñëîâèÿ Ðàóñà�Ãóðâèöà (ãëàâà 3).

1.7 Ðåãóëÿòîð Óàòòà

Ïðèìåíèì ðàññìîòðåííûå âûøå ïîíÿòèÿ ê àíàëèçó ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñêî-

ðîñòüþ âðàùåíèÿ âàëà ïàðîâîé ìàøèíû (ðåãóëÿòîðà Óàòòà).
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W
ω

P1 P2

l1
l2

α

u v T

R

mg

α

l

Ðèñ. 1.5: Ñõåìà ðåãóëÿòîðà Óàòòà

Íà ðèñ. 1.5 áëîê W îáîçíà÷àåò ïàðîâóþ ìàøèíó, íà âõîä êîòîðîé ïîäàåòñÿ

ïàð ñ èíòåíñèâíîñòüþ v êã/ñ. Ïîäà÷à ïàðà ðåãóëèðóåòñÿ çàñëîíêîé, êîòîðàÿ

èçìåíÿåò èíòåíñèâíîñòü ïîäà÷è ïàðà ñ âåëè÷èíû u íà âûõîäå ïàðîâîãî êîòëà

äî âåëè÷èíû v íà âõîäå ïàðîâîé ìàøèíû. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω âðàùåíèÿ âàëà

ìàøèíû ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåíñèâíîñòè ïîäà÷è ïàðà4:

ω = Wv.

Âðàùåíèå âàëà ìàøèíû ïåðåäàåòñÿ íà êàðóñåëü èç äâóõ ãðóçîâ P1 è P2 ,

êîòîðûå ïðè óâåëè÷åíèè óãëîâîé ñêîðîñòè èç-çà öåíòðîáåæíîé ñèëû ïðèïîä-

íèìàþòñÿ è ÷åðåç ðû÷àã ñ ïëå÷àìè l1 , l2 ïðèêðûâàþò çàñëîíêó, óìåíüøàÿ

ïîäà÷ó ïàðà. Òàê îñóùåñòâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü, ðåãóëèðóþ-

ùàÿ óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå, ïðèáëèæåííî îïèñûâàþùåå ïàðîâóþ ìàøèíó ñ ðåãó-

ëÿòîðîì Óàòòà. Ðàâíîâåñèåì áóäåì ñ÷èòàòü âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ãðóçîâ

êàðóñåëè ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω è ïîñòîÿííûì óãëîì íàêëîíà

α . Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ ïðîåê-

öèé ñèëû íàòÿæåíèÿ T è ñèëû òÿæåñòè mg , äåéñòâóþùèõ íà ãðóç (ðèñ. 1.5),

4Более точным будет уравнение первого порядка J1ω
(1) + kω = W2v .
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ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

T cosα = mg,

T sinα = mRω2 = m (l sinα)ω2.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå ðàâíîâåñíîãî âðàùåíèÿ êàðóñåëè:

1

cosα
=
l

g
ω2.

Ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ ∆α , ∆ω óãëà α è óãëîâîé ñêîðîñòè ω óðàâíåíèå

ðàâíîâåñíîãî âðàùåíèÿ ïîñðåäñòâîì ðàçëîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé â ðÿä Òåéëîðà

äî ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿåòñÿ íà ïðèáëèæåííîå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå:

1

cosα
+

(
1

cosα

)(1)

α

∆α ' l

g
ω2 +

(
l

g
ω2

)(1)

ω

∆ω.

Îòñþäà ñëåäóåò ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî(
1

cosα

)(1)

α

∆α '
(
l

g
ω2

)(1)

ω

∆ω,

êîòîðîå çàïèøåì â âèäå

∆α ' W1∆ω. (1.11)

Çäåñü ∆α , ∆ω åñòü ïðèðàùåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ìåæäó ñîáîé äâà ðàâíîâåñ-

íûõ ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòåðèçóåìûå ïàðàìè âåëè÷èí α , ω è α+ ∆α , ω + ∆ω .

Îáðàòèì âíèìàíèå íà íåîòðèöàòåëüíîñòü âåëè÷èíû W1 > 0 , îáóñëîâëåííóþ

òåì, ÷òî óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ äîëæíî ïðèâîäèòü ê óâåëè÷åíèþ óã-

ëà α .

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.11) äîïóñêàåò ëþáûå ñêîðîñòè èçìåíå-

íèÿ âõîäÿùèõ â íåãî âåëè÷èí, ò. å. íèêàê íå ó÷èòûâàåò ôèçè÷åñêóþ èíåðò-

íîñòü ãðóçîâ êàðóñåëè ðåãóëÿòîðà. Äëÿ òî÷íîãî îïèñàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåñ-

ñîâ ìåæäó ðàâíîâåñíûìè ñîñòîÿíèÿìè íóæíî âêëþ÷èòü â óðàâíåíèå ïðîèç-

âîäíûå ïðèðàùåíèÿ ∆α :

I (∆α)(2) + β (∆α)(1) + ∆α ' W1∆ω. (1.12)

Â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ïðîèçâîäíûå (∆α)(2) è (∆α)(1) îáðàùàþòñÿ â íîëü,
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è ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå (1.11). Êîýôôèöèåíò I ïðè âòîðîé ïðîèçâîäíîé õà-

ðàêòåðèçóåò èíåðòíîñòü êàðóñåëè ðåãóëÿòîðà, à êîýôôèöèåíò β � òàê íà-

çûâàåìîå âÿçêîå òðåíèå. ×åì áîëåå ãóñòàÿ ñìàçêà â øàðíèðàõ êàðóñåëè, òåì

áîëüøå êîýôôèöèåíò β .

Äåéñòâèå ðû÷àãà îáðàòíîé ñâÿçè íà çàäâèæêó ïîäà÷è ïàðà îïèøåì óðàâ-

íåíèåì

∆v(t) = ∆u(t)−K∆α(t− τ).

Çäåñü K ∼ l1/l2 (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó), à τ åñòü íåáîëü-

øîå âðåìÿ çàäåðæêè, âûçâàííîå çàçîðàìè â ïîäâèæíûõ ñîåäèíåíèÿõ îáðàò-

íîé ñâÿçè. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ ω = Wv ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå óðàâíå-

íèå ðåãóëÿòîðà:

I (∆α)(2) + β (∆α)(1) + ∆α = W1W [∆u(t)−K∆α(t− τ)] .

Â îïåðàòîðíîé ôîðìå �[
Iŝ2 + βŝ+ 1

]
∆α = W1W [∆u(t)−K∆α(t− τ)] .

Ïðè ìàëûõ çàäåðæêàõ τ îïåðàòîð ñäâèãà ïî âðåìåíè e−ŝτ çàìåíÿåòñÿ ïðè-

áëèæåííûì âûðàæåíèåì 1 − ŝτ , è ïîëó÷àåòñÿ ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå

ðåãóëÿòîðà:[
Iŝ2 + (β −W1WKτ) ŝ+ (1 +W1WK)

]
∆α = W1W∆u. (1.13)

Óñòîé÷èâîñòü èññëåäóåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ óðàâíåíèÿ (1.6). Êîýôôèöèåíòû

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà èìåþò âèä

a1 =
β −W1WKτ

I
, a0 =

1 +W1WK

I
.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (1.13) åñòü ñòðî-

ãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü îáîèõ êîýôôèöèåíòîâ a1,0 (óïðàæíåíèå 5). Ó÷èòû-

âàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòà I (íàïîìíèì, îí õàðàêòåðèçóåò ìîìåíò

èíåðöèè ãðóçîâ) è ïîëîæèòåëüíîñòü âåëè÷èí W1 , W , K , ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
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ùèé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè:

β > W1WKτ.

Íåñìîòðÿ íà ïðèáëèæåííîñòü ìîäåëè ðåãóëÿòîðà5, ïîëó÷åííûé êðèòåðèé

óñòîé÷èâîñòè èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Èç íåãî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåöåïò

ñîõðàíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè.

1. Ñëåäèòü, ÷òîáû âðåìÿ çàäåðæêè τ áûëî íåçíà÷èòåëüíûì (íå äîïóñêàòü

èçíîñà è çàçîðîâ ïîäâèæíûõ ñîåäèíåíèé â ðåãóëÿòîðå).

2. Ñîõðàíÿòü áîëüøîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà âÿçêîãî òðåíèÿ β (âûáè-

ðàòü ñîðò ñìàçêè).

3. Íå äîïóñêàòü áîëüøèõ çíà÷åíèé K ∼ l1/l2 â ðû÷àãå îáðàòíîé ñâÿçè.

Çàìåòèì, ÷òî âñå òðè óñëîâèÿ äàëåêî íå î÷åâèäíû. Áîëåå òîãî, ïîñëåäíåå óñëî-

âèå ïðÿìî ïðîòèâîðå÷èò ¾èíòóèöèè¿, êîòîðàÿ ïîáóæäàåò ñäåëàòü ðåãóëÿòîð

áîëåå ÷óâñòâèòåëüíûì ê èçìåíåíèþ óãëîâîé ñêîðîñòè ω , òî åñòü óâåëè÷èòü

êîýôôèöèåíò K ∼ l1/l2 (ñì. ïðèìåðû â ðàçäåëå 1.1).

1.8 Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ âåëîñèïåäîì

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âåëîñèïåäà èìååò âèä6:

y(2)(t)− α1y(t) = α2v(t− τ) + α3v
(1)(t− τ),

ãäå y(t) � óãîë îòêëîíåíèÿ ðàìû âåëîñèïåäà îò âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè,

v(t) � óãîë ïîâîðîòà ðóëÿ, α1 = gh−1 , α2 = V 2h−1c−1 , α3 = lV h−1c−1 ,

τ � çàïàçäûâàíèå â óïðàâëåíèè, V � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ, g � óñêîðåíèå

ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, l, h � êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ, c � áàçà âåëîñèïåäà

(ñì. ðèñ. 1.6). Óðàâíåíèå îáðàòíîé ñâÿçè: v(t) = −y(t) .

5Если вместо уравнения ω = Wv использовать уравнение J1ω(1) +kω = W2v , получится регулятор не
второго, а третьго порядка. Для наших целей достаточно ограничиться рассмотренным приближением.

6НеймаркЮ.И., ФуфаевН.А. Динамика неголономных систем / Ю.И.Неймарк, Н.А.Фуфаев. М :
«Наука», 1967. С. 250.
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c

l

h

Ðèñ. 1.6: Ïàðàìåòðû ìîäåëè âåëîñèïåäà

Óïðàæíåíèå 7. Ïîëó÷èòå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ âåëî-

ñèïåäîì. Îòâåò: α3−α2τ
1−α3τ

> 0 è α2−α1

1−α3τ
> 0 . Èññëåäóéòå çàâèñèìîñòü óñëîâèé

óñòîé÷èâîñòè îò ñêîðîñòè V , âðåìåíè çàäåðæêè (ðåàêöèè âåëîñèïåäèñòà) τ

è ïàðàìåòðîâ c, l, h .

Óïðàæíåíèå 8. Èññëåäóéòå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ âå-

ëîñèïåäîì ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ v(t) = −Ky(t) . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ êîýô-

ôèöèåíòà óñèëåíèÿ K ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ îñòàåòñÿ óñòîé÷èâîé? Êòî ÷àùå

ïàäàåò ñ âåëîñèïåäà � ¾õîëåðèê¿ (áîëüøîé K ) èëè ¾ìåëàíõîëèê¿ (ìàëåíü-

êèé K )?

1.9 Ëèíåéíûå ñèñòåìû è ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç óðàâíåíèÿ (1.8) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

x(0), x(1)(0), . . . , x(n−1)(0) ïî ôóíêöèè u(t) îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ôóíê-

öèÿ x(t), t > 0. Áóäåì ïèñàòü x = Ŵ [u] , ãäå ñèìâîë Ŵ îáîçíà÷àåò îïåðà-

òîð ñèñòåìû, äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèþ âõîäà u(t) ∈ R è äàþùèé â ðåçóëü-

òàòå ôóíêöèþ âûõîäà x(t) ∈ R, t > 0. Êîãäà ðå÷ü èäåò î ôóíêöèè â öåëîì,

à íå î åå êîíêðåòíîì çíà÷åíèè, îáîçíà÷åíèå àðãóìåíòà ìîæåò îïóñêàòüñÿ èëè

çàìåíÿòüñÿ òî÷êîé: x(·).
Îïåðàòîð Ŵ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Ŵ [0(·)] = 0(·).

2. Ŵ [αu(·) + βv(·)] = αŴ [u(·)] + βŴ [v(·)] , α, β ∈ R .
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Çäåñü 0(·) îáîçíà÷àåò òîæäåñòâåííî íóëåâóþ ôóíêöèþ.

Ïðèìåðàìè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ

ŝ [x(·)] .= x(1)(·), î [x(·)] (t)
.
=

ˆ t

0

x(τ)dτ.

Óïðàæíåíèå 9. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ñóïåðïîçèöèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Â

÷àñòíîñòè, îïåðàòîð n -êðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ŝn � ëèíåéíûé.

2. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðà-

òîðîì. Â ÷àñòíîñòè, Ŵ = anŝ
n + an−1ŝ

n−1 + . . .+ a0 � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

3. Ïðè óñëîâèè x(0) = 0 , x(1)(0) = 0, . . . , x(n−1)(0) = 0 ëèíåéíûé îïåðàòîð

Ŵ = anŝ
n + an−1ŝ

n−1 + . . . + a0 ïåðåñòàíîâî÷åí ñ îïåðàòîðàìè äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ: Ŵ [ŝx] = ŝ
[
Ŵx

]
, Ŵ

[̂
ix
]

= î
[
Ŵx

]
. Óêàçàíèå:

ñíà÷àëà äîêàæèòå ïðåñòàíîâî÷íîñòü îïåðàòîðîâ ŝn è î .

Óòâåðæäåíèå 2. (Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè.) Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå

anx
(n)(t) + . . .+ a0x(t) = u(t), (1.14)

è äâå ïàðû åãî ðåøåíèé7 x1(t) , u1(t) è x2(t) , u2(t) :

anx
(n)
1 (t) + . . .+ a0x1(t) = u1(t),

anx
(n)
2 (t) + . . .+ a0x2(t) = u2(t).

Òîãäà ïàðà ôóíêöèé x(t) = α1x1(t) + α2x2(t) è u(t) = α1u1(t) + α2u2(t) ,

α1,2 ∈ R , ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.14).

Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé. Àíàëîãè÷íîå óòâåð-

æäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ óðàâíåíèÿ

Ŵax(t) = Ŵbu(t),

ãäå Ŵa,b � ëèíåéíûå îïåðàòîðû (ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè, åñëè óäàåòñÿ ðàçëîæèòü ïðàâóþ ÷àñòü

u(t) óðàâíåíèÿ (1.14) íà ñóììó ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû ÷àñòíûå

7Заметим, что решением называем пару функций входа и выхода.
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ðåøåíèÿ, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ñóììèðîâàíèåì óæå èçâåñòíûõ

ðåøåíèé.

Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ê óðàâíåíèÿì, ñîäåðæàùèì ïðîèç-

âîäíûå ôóíêöèè u(t) ïðàâîé ÷àñòè, îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Óòâåðæäåíèå 3. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå[
anŝ

n + . . .+ a0ŝ
0
]
x(t) =

[
bmŝ

m + . . .+ b0ŝ
0
]
u(t)

ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

x(0) = 0, x(1)(0) = 0, . . . , x(n−1)(0) = 0

çàäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð

Ŵ : u(·)→ x(·). (1.15)

Óïðàæíåíèå 10. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 3 ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñóïåðïî-

çèöèè è ñâîéñòâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç óïðàæíåíèÿ 9.

Óïðàæíåíèå 11. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð Ŵ (1.15). êîììóòèðóåò ñ îïåðà-

òîðàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâà òèïà ôóíêöèé, íà ñóììû êîòîðûõ îáû÷íî ðàñêëàäûâàþò

ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè.

1. Ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà (ðèñ. 1.7): 1(t)
.
=

1, t > 0,

0, t < 0.

2. Èìïóëüñ åäèíè÷íîé ýíåðãèè (äåëüòà-ôóíêöèÿ8) (ðèñ. 1.7):

δ(t)
.
=

0, t 6= 0,

∞, t = 0,
´ t
−∞ δ(τ)dτ = 1(t).

×òîáû èçáåæàòü âîïðîñà î êîððåêòíîñòè äàííîãî îïðåäåëåíèÿ äåëüòà-ôóíêöèè,

8Дельта-функция впервые введена О.Хевисайдом, см.
http://vivovoco.astronet.ru/VV/BOOKS/HEAVISIDE/CHAPTER_09.HTM.
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ìîæíî ðàññìîòðåòü íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

1a(t)
.
=


1, t > a,

1
at, 0 6 t < a,

0, t < 0,

δa(t)
.
=


0, t > a,

1
a , 0 6 t < a,

0, t < 0.

(1.16)

Ñîîòíîøåíèå
´ t
−∞ δa(τ)dτ = 1a(t) îñòàåòñÿ â ñèëå. Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ê ôóíê-

öèè Õýâèñàéäà è äåëüòà-ôóíêöèè äîñòàòî÷íî óñòðåìèòü ïàðàìåòð a ê íóëþ.

t

1(t)

t

1a(t)

a

t

δ(t)

t

δa(t)

1/a

a

Ðèñ. 1.7: Ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà è äåëüòà-ôóíêöèÿ

Ñòóïåí÷àòûé ñèãíàë âñåãäà ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñóììó ôóíêöèé Õýâè-

ñàéäà (ðèñ. 1.8).
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t

u(t) = 1(t) + 1(t− 1)− 2 · 1(t− 3)

1 2 3 4

1

2

t

1(t)

1 2 3 4

1

t

1(t− 1)

1 2 3 4

1

t

−2 · 1(t− 3)

1 2 4

1

−2

Ðèñ. 1.8: Ðàçëîæåíèå ñòóïåí÷àòîãî ñèãíàëà íà ôóíêöèè Õýâèñàéäà

Ãëàäêèé ñèãíàë ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâëåí ñòóïåí÷àòûì

(ðèñ. 1.9).

t

u(t)

Ðèñ. 1.9: Ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãëàäêîãî ñèãíàëà ñòóïåí÷àòûì

Âû÷èñëèì îòêëèêè íà ýëåìåíòàðíûå âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ

íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Ŵ (1.15).

Îïðåäåëåíèå 3. Îòêëèê ñèñòåìû Ŵ (1.15) íà ôóíêöèþ Õýâèñàéäà 1(t)

íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêîé è îáîçíà÷àåòñÿ h(t)
.
= Ŵ [1(t)] .

Îòêëèê ñèñòåìû Ŵ (1.15) íà äåëüòà-ôóíêöèþ δ(t) íàçûâàåòñÿ èìïóëüñíîé

ôóíêöèåé è îáîçíà÷àåòñÿ w(t)
.
= Ŵ [δ(t)] .

Óòâåðæäåíèå 4. Ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà è èìïóëüñíàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçà-
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íû ñîîòíîøåíèÿìè

h(t) =

ˆ t

0

w(τ)dτ, w(t) =
dh(t)

dt
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 3 è ñâîéñòâà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Ŵ (1.15) (óïðàæíåíèå 11), ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

h(t) = Ŵ [1(t)] = Ŵ

[ˆ t

−∞
δ(τ)dτ

]
=

=

ˆ t

−∞
Ŵ [δ(τ)] dτ =

ˆ t

−∞
w(τ)dτ =

ˆ t

0

w(τ)dτ.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óñòàíîâèì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü ¾ðàçëî-

æåíèåì íà äåëüòà-ôóíêöèè¿.

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(t) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè t ∈ (−∞,∞) ,

îãðàíè÷åíà |u(t)| < c è ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû limt→±∞ u(t)
.
=

u(±∞) . Òîãäà

u(t) =

ˆ ∞
−∞

u(τ)δ(t− τ)dτ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

ˆ b

a

uv(1) +

ˆ b

a

u(1)v = uv

∣∣∣∣b
a

.

Ôóíêöèÿ v(1)(τ) = δ(t−τ) èìååò èíòåãðàë v(τ) = −1(t−τ) . Âåðíû ðàâåíñòâà

ˆ ∞
−∞

u(τ)δ(t− τ)dτ =

= u(τ) [−1(t− τ)]

∣∣∣∣τ=∞

τ=−∞
−
ˆ ∞
−∞

u(1)(τ) [−1(t− τ)] dτ =

= −u(∞) · 0 + u(−∞) · 1 +

ˆ t

−∞
u(1)(τ)dτ =

= u(−∞) + u(t)− u(−∞) = u(t).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ýòà ëåììà ïîçâîëÿåò âûðàçèòü âûõîä ëèíåéíîé ñèñòåìû Ŵ (1.15) ÷åðåç



28 ÃËÀÂÀ 1. ÍÀ×ÀËÜÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß

ôóíêöèþ âõîäà è èìïóëüñíóþ ôóíêöèþ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà ñâåðòêè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñâåðòêîé ôóíêöèé u(·) , w(·) íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

x(t) =

ˆ ∞
−∞

u(τ)w(t− τ)dτ.

Äëÿ îïåðàöèè ñâåðòêè ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå: x = u ∗ w , x(t)
.
= [u ∗ w] (t) .

Óòâåðæäåíèå 5. Îïåðàöèÿ ñâåðòêè ïåðåñòàíîâî÷íà: u ∗ w = w ∗ u . Åñëè
ôóíêöèè u , w îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè (u(t <

0) = 0 , w(t < 0) = 0 ), òî èíòåãðàë ñâåðòêè èìååò êîíå÷íûå ïðåäåëû:

[u ∗ w] (t) =

ˆ t

0

u(τ)w(t− τ)dτ =

=

ˆ t

0

w(τ)u(t− τ)dτ = [w ∗ u] (t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íó-

ëþ ôóíêöèé u,w ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà. Äîêàæåì âòîðîå

ðàâåíñòâî (ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ñâåðòêè), ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ µ = t−τ :
ˆ t

0

u(τ)w(t− τ)dτ =

ˆ 0

t

u(t− µ)w(µ)d (−µ) =

ˆ t

0

w(µ)u(t− µ)dµ.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ ñèñòåìû Ŵ (1.15) âåðíî ñîîòíîøåíèå:

x(t) = Ŵu(·) =

ˆ ∞
−∞

u(τ)w(t− τ)dτ =

ˆ t

0

u(τ)w(t− τ)dτ. (1.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1

x(t) = Ŵu(·) = Ŵ

ˆ ∞
−∞

u(τ)δ(t− τ)dτ.

Îïåðàòîð Ŵ äåéñòâóåò íà ôóíêöèþ àðãóìåíòà t , ïîýòîìó ìîæíî âíåñòè åãî

ïîä çíàê èíòåãðàëà è âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì èìïóëüñíîé ôóíêöèè:

x(t) =

ˆ ∞
−∞

u(τ)Ŵ [δ(t− τ)] dτ =

ˆ ∞
−∞

u(τ)w(t− τ)dτ =

ˆ t

0

u(τ)w(t− τ)dτ.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Îïåðàöèÿ ñâåðòêè ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå

îïòè÷åñêèõ óñòðîéñòâ. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(·) íà âõîäå îïèñûâàåò ÿðêîñòü îä-

íîìåðíîãî èñòî÷íèêà â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû. Òîãäà ôóíêöèÿ x(·) îïè-
ñûâàåò ÿðêîñòü ïîëó÷àåìîãî èçîáðàæåíèÿ. Èìïóëüñíàÿ ôóíêöèÿ w(t) íàçû-

âàåòñÿ àïïàðàòíîé ôóíêöèåé ïðèáîðà, îíà ñîîòâåòñòâóåò èçîáðàæåíèþ, êî-

òîðîå ñîçäàåòñÿ îò ÿðêîé òî÷êè, ðàñïîëîæåííîé â íà÷àëå êîîðäèíàò (u(·) =

δ(·) ). Ëåììà 1 îïèñûâàåò èäåàëüíûé ïðèáîð, êîòîðûé èçîáðàæàåò ÿðêèå

òî÷êè áåç ¾ðàçìàçûâàíèÿ¿. Â ýòîì èäåàëüíîì ñëó÷àå w(·) = δ(·) , ïîýòîìó
ôóíêöèÿ ÿðêîñòè èñòî÷íèêà u(·) ïåðåäàåòñÿ ÷åðåç ïðèáîð áåç èñêàæåíèé:

x(·) = Ŵu(·) = u(·) . Èíòåãðàë ñâåðòêè ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü èçîáðàæåíèå

ïðåäìåòà, ñîñòàâëåííîãî èç ðàçíûõ òî÷åê ñ ðàçëè÷íûìè ÿðêîñòÿìè, íà âûõî-

äå îïòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ àïïàðàòíîé ôóíêöèåé w(·) . ×åì áîëåå ¾íåðåçêèì¿

ÿâëÿåòñÿ ïðèáîð, òåì ñèëüíåå åãî àïïàðàòíàÿ ôóíêöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò äåëüòà-

ôóíêöèè. Ïðè ðàñ÷åòå îïòè÷åñêèõ ñèñòåì àðãóìåíò ôóíêöèé x(·) , w(·) , u(·)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ

íà âñåé ÷èñëîâîé îñè R . Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì àðãóìåíòîì

ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ t ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ t > 0 .

1.10 Ðåãóëÿòîðû

Âûøå áûë ðàññìîòðåí ïðîñòåéøèé ðåãóëÿòîð, ñîñòîÿùèé èç èç îäíîãî çâåíà

óñèëèòåëÿ ñ êîýôôèöèåíòîì K (ðèñ. 1.2, 1.10). Îí íàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèî-

íàëüíûì (Ï-) ðåãóëÿòîðîì.

−

+u = 1
K

e = u− x
Ŵ

v x = Ŵv

Ðèñ. 1.10: Ï-ðåãóëÿòîð

Íàñòðîéêà Ï-ðåãóëÿòîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäáîðîì êîýôôèöèåíòà K ñ öå-

ëüþ îáåñïå÷èòü áëèçîñòü ôóíêöèé âûõîäà x(·) è âõîäà u(·). Â êà÷åñòâå âõîä-

íîé ôóíêöèè u(·) îáû÷íî áåðåòñÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà 1(·). Â ñîîòâåòñòâèè

ñ ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè ðåãóëÿòîð, íàñòðîåííûé ïî ôóíêöèè Õåâèñàéäà,
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áóäåò ðàáîòàòü â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ è ïðè áîëåå ñëîæíûõ âõîäíûõ âîç-

äåéñòâèÿõ. Åñëè u(·) = 1(·), íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü

x(t)→ 1 ïðè t→∞. Êàê ìèíèìóì çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ äîëæíà

áûòü óñòîé÷èâîé.

Ýâðèñòè÷åñêàÿ íàñòðîéêà ïî Íèêîëüñó�Öèãëåðó

1. Íà ïåðâîì øàãå ïîäáîðîì êîýôôèöèåíòà K íàõîäèòñÿ ãðàíèöà óñòîé÷èâî-

ñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ ðåãóëÿòîðîì. Ýòà ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ ïî íàëè÷èþ

ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé íà âûõîäå ðåãóëÿòîðà

x(t) (ñì. ðèñ. 1.11). Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà îáîçíà÷àåòñÿ Kкрит.

t0

1

x(t)K = Kêðèò

u(t)

Ðèñ. 1.11: Ïðèìåð ôóíêöèè íà âûõîäå Ï-ðåãóëÿòîðà íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè

2. Ñîãëàñíî ýâðèñòè÷åñêîìó ïðàâèëó Íèêîëüñà�Öèãëåðà, äëÿ óñòîé÷èâîé

ðàáîòû Ï-ðåãóëÿòîðà ñëåäóåò ïðèíÿòü

K
.
= KН = 0.5Kкрит.

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ñëó÷àé, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî îáúÿñíèòü ýòî ýâðèñòè-

÷åñêîå ïðàâèëî âûáîðà K . Ïóñòü ðåãóëèðóåìûé îáúåêò îïèñûâàåòñÿ îïåðà-

òîðîì

Ŵ =
e−τ ŝ

ŝ
.

Ñ÷èòàÿ âðåìÿ çàäåðæêè ìàëûì ( τ � 1 ), íàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå îáúåêòà:

x =
e−τ ŝ

ŝ
v ⇔ ŝx = e−τ ŝv ⇒

x(1) '
(

1− τ ŝ+
τ 2

2
ŝ2

)
v = v − τv(1) +

τ 2

2
v(2).
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Ñ ó÷åòîì îáðàòíîé ñâÿçè v = K (1− x) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå çàìêíóòîé ñè-

ñòåìû

x(1) = K (1− x) + τKx(1) − τ 2

2
Kx(2).

Åñëè K = 0 , óðàâíåíèå èìååò âèä x(1) = 0 ñ ðåøåíèåì x = const . Ïðè K 6=
0 ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ è íîðìèðîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

x(2) +

(
1− τK
τ2

2 K

)
︸ ︷︷ ︸

a1

x(1) +

(
K
τ2

2 K

)
︸ ︷︷ ︸

a0

x =

(
K
τ2

2 K

)
.

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ a0,1 (óïðàæíåíèå 5), ÷òî

ðàâíîñèëüíî îäíîâðåìåííîìó âûïîëíåíèþ óñëîâèé 1 − τK > 0 è K > 0 .

Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå Kкрит íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâ-

íåíèÿ 1 − τKкрит = 0 . Òîãäà îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè ðåãóëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ

îòðåçîê K ∈ (0, 1
τ ) = (0, Kкрит) . Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëî Íèêîëüñà�Öèãëåðà

K
.
= KН = 0.5Kкрит îáåñïå÷èâàåò ïîïàäàíèå âåëè÷èíû KН â ñåðåäèíó èí-

òåðâàëà óñòîé÷èâîñòè.

ÏÈ-ðåãóëÿòîð

Áîëåå ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ ÏÈ-ðåãóëÿòîð (ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðèðóþùèé),

êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ê Ï-ðåãóëÿòîðó çâåíà èíòåãðèðîâàíèÿ
1

Tиŝ
(ðèñ. 1.12).

−

+u e

+

+
K Ŵ

v x

1

Tèŝ

f

Ðèñ. 1.12: ÏÈ-ðåãóëÿòîð

Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå f =
(

1
Tèŝ

)
e çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë:
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f(t) = 1
Tè

´ t
0 e(τ)dτ . Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ çâåíà ðåãóëèðîâàíèÿ:

v = K

(
1 +

1

Tиŝ

)
e, v(t) = K

(
e(t) +

1

Tи

ˆ t

0

e(τ)dτ

)
.

ÏÈ-ðåãóëÿòîð èìååò äâà ïàðàìåòðà íàñòðîéêè: K,Tи .

Íàñòðîéêà ÏÈ-ðåãóëÿòîðà ïî Íèêîëüñó�Öèãëåðó ñîñòîèò èç òðåõ øàãîâ.

1. Îòêëþ÷àåòñÿ çâåíî èíòåãðèðîâàíèÿ, è äëÿ ïîëó÷åííîãî Ï-ðåãóëÿòîðà

ïîäáîðîì êîýôôèöèåíòà K íàõîäèòñÿ ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè K = Kкрит .

2. Èçìåðÿåòñÿ ïåðèîä êîëåáàíèé Tкрит íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè (ðèñ. 1.13).

t0

Têðèò
x(t)

K = Kêðèò

Ðèñ. 1.13: Ïåðèîä êîëåáàíèé ðåãóëÿòîðà íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè

3. Âîññòàíàâëèâàåòñÿ çâåíî èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ óñòîé÷èâîé ðàáîòû ÏÈ-

ðåãóëÿòîðà ñëåäóåò ïðèíÿòü

K
.
= KН = 0.45Kкрит,

Tи
.
= Tи,Н =

Tкрит
1.2

.

ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð

Ïîñëå äîáàâëåíèÿ ê ÏÈ-ðåãóëÿòîðó çâåíà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Täŝ
1+Tñŝ

ïîëó-

÷èì ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð (ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðî-äèôôåðåíöèðóþùèé)

(ðèñ. 1.14).
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−

+u e
+

+

+
K Ŵ

v x

1

Tèŝ
f1

Täŝ

1 + Tñŝ

f2

Ðèñ. 1.14: ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð

Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå äëÿ çâåíà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååò âèä

f2 =

(
Tдŝ

1 + Tсŝ

)
e.

Çàïèñü ýòîãî çâåíà â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

f2(t) + Tсf
(1)
2 (t) = Tдe

(1)(t).

Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå äëÿ âñåãî ðåãóëÿòîðà:

v = K

(
1 +

1

Tиŝ
+

Tдŝ

1 + Tсŝ

)
e.

Ïðè Tс = 0 íåñëîæíî ïîëó÷èòü çàïèñü ðåãóëÿòîðà â âèäå èíòåãðî-äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

v(t) = K

(
e(t) +

1

Tи

ˆ t

0

e(τ)dτ + Tдe
(1)(t)

)
.

Äëÿ íàñòðîéêè ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ äâà ïàðàìåòðà K,Tи .

Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû (Tд, Tс ) âû÷èñëÿþòñÿ ïî çàðàíåå çàäàííîìó ïðàâèëó.

Ýâðèñòè÷åñêàÿ íàñòðîéêà ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà ïî Íèêîëüñó�Öèãëåðó ñîñòîèò

â ñëåäóþùåì.

1. Îòêëþ÷àþòñÿ çâåíüÿ èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, è äëÿ ïî-

ëó÷åííîãî Ï-ðåãóëÿòîðà ïîäáîðîì êîýôôèöèåíòà K íàõîäèòñÿ ãðàíèöà óñòîé-

÷èâîñòè K = Kкрит .

2. Èçìåðÿåòñÿ ïåðèîä êîëåáàíèé Tкрит íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè (ðèñ. 1.13).

3. Âîññòàíàâëèâàþòñÿ çâåíüÿ èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äëÿ
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óñòîé÷èâîé ðàáîòû ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà ñëåäóåò ïðèíÿòü

K = 0.6Kкрит, Tи =
Tкрит

2
, Tд =

Tи
4
, Tс =

Tд
8
. (1.18)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íàñòðîéêà ïî Íèêîëüñó�Öèãëåðó îáåñïå÷èâàåò òîëüêî

óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ðåãóëèðîâàíèÿ. Âîçìîæíû è äðóãèå ñïîñîáû ïîëó÷å-

íèÿ óñòîé÷èâûõ ðåãóëÿòîðîâ.

Èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé êà÷åñòâà

Ñðåäè óñòîé÷èâûõ ðåãóëÿòîðîâ ìîæíî âûáðàòü â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèëó÷-

øèé. Ââåäåì èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé êà÷åñòâà ðåãóëèðîâàíèÿ íà âðåìåííîì

èíòåðâàëå (0, T ) :

ε(T )
.
=

ˆ T

0

|e(τ)|dτ, e(t)
.
= x(t)− u(t) = x(t)− 1.

Îøèáêà ðåãóëèðîâàíèÿ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé e(t) .

Èíòåãðàëüíîé îøèáêîé íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë îò ìîäóëÿ îøèáêè ðåãóëèðî-

âàíèÿ íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ (ñì. ðèñ. 1.15).

t

0

x(t)

T

ε(T )

1

Ðèñ. 1.15: Èíòåãðàëüíàÿ îøèáêà ðåãóëèðîâàíèÿ

Çà ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà ðåãóëÿòîðà ïðèíèìàåòñÿ ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ε∞
.
=

ε(∞) = limT→∞ ε(T ).

Óïðàæíåíèå 12. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè îáúåêò óïðàâëåíèÿ Ŵ îïèñûâàåòñÿ

ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà è èìååò ìå-

ñòî óñòîé÷èâîñòü ðåãóëÿòîðà, òî çíà÷åíèå ε∞ èíòåãðàëüíîé îøèáêè êîíå÷íî.

Óêàçàíèå: ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ôóíêöèÿ îøèáêè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óñòîé÷è-
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âîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà; âñå òàêèå

ðåøåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò íà áåñêîíå÷íîñòè, è ïîýòîìó îíè èíòå-

ãðèðóåìû.

Îïòèìàëüíàÿ íàñòðîéêà ÏÈ-ðåãóëÿòîðà

Çàâèñèìîñòü ε∞(K,Tи) â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ìè-

íèìóì èíòåãðàëüíîé îøèáêè èùåòñÿ îäíèì èç ìåòîäîâ ïàðàìåòðè÷åñêîé îï-

òèìèçàöèè. Â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî

ñïóñêà:

1. Âûáèðàåòñÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, íàïðèìåð, ïî ïðàâèëó Íèêîëüñà�Öèãëåðà:(
K [0], T

[0]
и

)
= (KН, Tи,Н) .

2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè âòîðîãî ïàðàìåòðà óëó÷øàåòñÿ çíà÷åíèå

ïåðâîãî: K [1] = arg minK ε∞(K,T
[0]
и ).

3. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïåðâîãî ïàðàìåòðà óëó÷øàåòñÿ çíà÷åíèå

âòîðîãî: T
[1]
и = arg minT ε∞(K [1], T ).

4. Øàãè 2 è 3 ïîâòîðÿþòñÿ.

Óïðàæíåíèå 13. Îïèøèòå àëãîðèòì íàñòðîéêè ÏÈ-ðåãóëÿòîðà ãðàäèåíò-

íûì ìåòîäîì.

Îïòèìàëüíàÿ íàñòðîéêà ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà

ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð çàâèñèò îò ÷åòûðåõ âåëè÷èí K,Tи, Tд, Tс. Îáû÷íî íàñòðîéêà

îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî ïî äâóì ïàðàìåòðàì K,Tи, à êîýôôèöèåíòû Tд, Tс íà

êàæäîì øàãå âû÷èñëÿþòñÿ ïî çàðàíåå óêàçàííûì ýìïèðè÷åñêèì ôîðìóëàì,

íàïðèìåð (1.18).

Êàñêàäíûå ðåãóëÿòîðû

Îäíèì èç òèïîâûõ çâåíüåâ ñëîæíûõ ñîñòàâíûõ ðåãóëÿòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ðóëåâàÿ

ìàøèíêà � ýëåêòðîäâèãàòåëü, îõâà÷åííûé ïåòëåé îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé

ñâÿçè ñ Ï- èëè ÏÈ-ðåãóëÿòîðîì (ðèñ. 1.16).
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−

+u
K

e−ŝτ

ŝ

v(t) x(t)

Ðèñ. 1.16: Ðóëåâàÿ ìàøèíêà

Îïåðàòîð Ŵ = e−ŝτ

ŝ ìîäåëèðóåò ýëåêòðè÷åñêèé ìîòîð. Ôóíêöèÿ x(t) îïè-

ñûâàåò óãîë ïîâîðîòà âàëà ìîòîðà.. Ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè v(t) = v0

íà âõîäå âàë ìîòîðà âðàùàåòñÿ è óãîë ïîâîðîòà x(t) ìîíîòîííî ðàñòåò. Ýòîò

ðîñò ïðèáëèæåííî îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ñ ïðîèçâîäíîé v0 , ïîýòî-

ìó â ìîäåëè ìîòîðà åñòü îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ 1
ŝ . Îïåðàòîð çàäåðæêè

e−ŝτ ìîäåëèðóåò èíåðòíîñòü âàëà (ïîñòåïåííóþ ðàñêðóòêó) (ðèñ. 1.17).

t

v(t) = v0

0 τ

x(t)

Ðèñ. 1.17: Âðàùåíèå âàëà ýëåêòðîìîòîðà áåç îáðàòíîé ñâÿçè

Äîáàâëåíèå îáðàòíîé ñâÿçè ñ ïðàâèëüíî íàñòðîåííûì ïàðàìåòðîì K ðåãó-

ëÿòîðà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âàë íå âðàùàåòñÿ ïîñòîÿííî, à îñòàíàâëèâàåòñÿ

â ïîëîæåíèè x(t) = u . Èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ u íà âõîäå ðóëåâîé ìàøèíêè

ïðèâîäèò ê íîâîìó ïîëîæåíèþ âàëà ìîòîðà. Âìåñòå ñ íèì ïðèíèìàþò íîâîå

ïîëîæåíèå è ñâÿçàííûå ñ ýòèì âàëîì óïðàâëÿþùèå ìåõàíèçìû (çàñëîíêè,

ðóëè è ò. ï.).
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t
0 τ

u

x(t)

Ðèñ. 1.18: Âðàùåíèå âàëà ýëåêòðîìîòîðà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ

Ïðèâåäåì ïðèìåð ñîñòàâíîãî ðåãóëÿòîðà ñ ðóëåâîé ìàøèíêîé. Âìåñòî ìà-

øèíêè ìîãóò áûòü áîëåå ñëîæíûå çâåíüÿ. Òàêèå ðåãóëÿòîðû åùå íàçûâàþò

êàñêàäíûìè.

−

+u
ŴÏÈ

v1

−

+
K1 Ŵ1 Ŵ

v x(t)

Ŵð

Ŵ2

Ðèñ. 1.19: Ïðèìåð êàñêàäíîãî ðåãóëÿòîðà

Íà ðèñóíêå 1.19 èçîáðàæåí ÏÈ-ðåãóëÿòîð

ŴПИ = K

(
1 +

1

Tиŝ

)
äëÿ óïðàâëåíèÿ îáúåêòîì Ŵ ñ ïîìîùüþ ðóëåâîé ìàøèíêè Ŵр . Ïàðàìåòðà-

ìè íàñòðîéêè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû K,Tи âíåøíåãî ÏÈ-ðåãóëÿòîðà è ïàðà-

ìåòð K1 ðóëåâîé ìàøèíêè.

Áîëåå ñëîæíûå êàñêàäíûå ðåãóëÿòîðû ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì âíåøíèõ

ðåãóëèðóþùèõ çâåíüåâ è îáðàòíûõ ñâÿçåé.

Íàñòðîéêà êàñêàäíîãî ðåãóëÿòîðà:

1) íàñòðàèâàåòñÿ âíóòðåííèé ðåãóëÿòîð (ïàðàìåòð K1 ) ïðè îòêëþ÷åííûõ

âíåøíèõ ñâÿçÿõ;
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2) ïðè íàéäåííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà K1 âíóòðåííåãî ðåãóëÿòîðà íàñòðà-

èâàþòñÿ ïàðàìåòðû âíåøíåãî ÏÈ-ðåãóëÿòîðà äëÿ îáúåêòà Ŵ2 = ŴŴр .

Òàê æå îò âíóòðåííåãî ê âíåøíåìó íàñòðàèâàþòñÿ áîëåå ñëîæíûå êàñêàä-

íûå ðåãóëÿòîðû.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. Âûïîëíèòå ëèíåàðèçàöèþ óðàâíåíèÿ x(1) +(x− 1)2 = 0 âáëèçè ðåøåíèÿ

x(t) = t+101
t+100 , t > 0 .

2. Íàïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðèáëèæåííî

îïèñûâàþùåå çâåíî çàäåðæêè íà 0.01 ñ.

3. Íàéäèòå îáùèé âèä äåéñòâèòåëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ:

à) x(2)(t) + 2x(1)(t) + x(t) = 0,

á) x(2)(t) + 2x(1)(t) + x(t) = 1,

â) x(2)(t) + 2x(1)(t) + x(t) = sin t.

4. Äëÿ óêàçàííûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâó-

þùèå îäíîðîäíûå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-

ðÿäêà è îïèøèòå êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé:

à) a(λ) = (λ− 0.5) (λ+ 0.9) , á) a(λ) =
(
λ2 + 4λ+ 8

)
.

5. Ïðîâåðüòå óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èç

ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ.

6. Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè h(t) ñèñòåìû

x(2)(t) + 2x(1)(t) + x(t) = u(t). (1.19)

Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè h(t) .

7. ×åìó ðàâíà èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà w(t) ñèñòåìû (1.19)?

Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè w(t) .
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8. Ê îáúåêòó, îïèñûâàåìîìó óðàâíåíèåì (1.19), äîáàâèëè îòðèöàòåëüíóþ

îáðàòíóþ ñâÿçü u(t) = −kx(t). Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà k

ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ áóäåò óñòîé÷èâîé?

9. Ñîñòàâüòå ñõåìó çàìêíóòîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ¾÷åëîâåê�àâòîìîáèëü¿.

×åìó ñîîòâåòñòâóåò çâåíî âû÷èòàíèÿ â îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè?

10. Íàïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà, ïðèáëèæåííî îïè-

ñûâàþùåå çâåíî çàäåðæêè ïî âðåìåíè íà 0.01 ñ.

11. Ðàçëîæèòå íà ñóììó ôóíêöèé Õýâèñàéäà ôóíêöèþ u(t) = (−1)[t] ,

0 6 t 6 4 , ãäå [t] � öåëàÿ ÷àñòü t .

12. Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè, ïîñòðîéòå îòêëèê ñèñòåìû (1.19)

ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = 0, x(1)(0) = 0 íà âõîäíóþ

ôóíêöèþ u(t) èç ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ.

13. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðåàëüíîé ñèñòåìû ñ êàñêàäíûì ðåãóëÿòîðîì íà

ðèñ. 1.19.

14. Ïðèäóìàéòå ñõåìó êàñêàäíîãî ðåãóëÿòîðà ñ äâóìÿ ðóëåâûìè ìàøèíêàìè

è îïèøèòå àëãîðèòì åãî íàñòðîéêè.
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Ãëàâà 2

Àíàëèç ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

Â ýòîé ãëàâå ïîçíàêîìèìñÿ ñ àíàëèòè÷åñêîé òåõíèêîé ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà

ðåãóëÿòîðîâ íà îñíîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

2.1 Ïðåáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

Ïóñòü x(t) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïîëîæèòåëüíîé

ïîëóîñè t > 0 , êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ è ðàñòóùàÿ ïî ìîäóëþ íå áûñò-

ðåå ýêñïîíåíòû |x(t)| 6 ceαt , ãäå c>0 è α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðå-

îáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ôóíêöèè x(t) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå,

îïðåäåëåííîå ÷åðåç èíòåãðàë

L̂x(t)
.
=

ˆ ∞
0

e−sτx(τ)dτ
.
= X(s).

Êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ s îãðàíè÷åíà óñëîâèåì Re s > α , ÷òîáû èíòåãðàë

áûë êîíå÷åí. Ôóíêöèÿ (êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ) X(s) , ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ôóíêöèè x(t) , íàçûâàåòñÿ îáðàçîì Ëàïëàñà (èëè

èçîáðàæåíèåì) äëÿ x(t) . Ôóíêöèÿ x(t) íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì (îðèãèíà-

ëîì). Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îáðàçîì è îðèãèíàëîì áóäåì îáîçíà÷àòü

X(s) + x(t).

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîñòü ïðè Re s > α (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

41
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2. Ëèíåéíîñòü: ax1(t) + bx2(t) + aX1(s) + bX2(s) , 0(t) + 0(s) . Ñëåäóåò èç

ñâîéñòâ èíòåãðàëà.

3. Îáðàç ïðîèçâîäíîé x(1)(t) + sX(s)− x(+0) . Äîêàçûâàåòñÿ âçÿòèåì èí-

òåãðàëà Ëàïëàñà ïî ÷àñòÿì:

x(1)(t) +
ˆ ∞

0

e−sτx(1)(τ)dτ =

= e−sτx(τ)

∣∣∣∣∞
0

−
ˆ ∞

0

(−s)e−sτx(τ)dτ =

= −x(+0) + sX(s).

4. Îáðàç èíòåãðàëà i(t)
.
=
´ t

0 x(τ)dτ + 1
sX(s) . Ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

X(s) + x(t) = i(1)(t) + sI(s)− i(+0) = sI(s).

5. Îáðàç ýêñïîíåíòû eαt + 1
s−α . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ïðèìåíèòü

ôîðìóëó Ýéëåðà eiϕ = cosϕ + i sinϕ . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè s = a + ib

èíòåãðàë Ëàïëàñà
´∞

0 e−sτeατdτ ñâîäèòñÿ ê äâóì èíòåãðàëàì âèäà

ˆ ∞
0

e−cτ cos (bτ) dτ,

ˆ ∞
0

e−cτ sin (bτ) dτ, c
.
= a− α.

Ýòè èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïî ÷àñòÿì.

6. Îáðàç ¾åäèíèöû¿ (ôóíêöèè Õýâèñàéäà) 1(t) + 1
s . Ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 5

ïðè α = 0 .

7. Ñäâèã âðåìåíí�îãî àðãóìåíòà íàçàä: x(t−T ) + e−sTX(s) . Äîêàçûâàåòñÿ

çàìåíîé ïåðåìåííûõ θ = τ − T :

x(t− T ) +
ˆ ∞

0

e−sτx(τ − T )dτ =

=

ˆ τ=∞

τ=0

e−sT e−s(τ−T )x(τ − T )d(τ − T ) =

= e−sT
ˆ θ=∞

θ=−T
e−sθx(θ)dθ = e−sT

ˆ θ=∞

θ=0

e−sθx(θ)dθ = e−sTX(s).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñäâèãà âïåðåä ôîðìóëà x(t + T ) + esTX(s) âåðíà

òîëüêî ïðè óñëîâèè x(0 < t < T ) = 0 .



2.2. ÏÅÐÅÄÀÒÎ×ÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ È ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀ 43

8. Ñäâèã àðãóìåíòà îáðàçà: eαtx(t) + X(s− α) . Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî

â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

9. Îáðàç ñâåðòêè: w ∗ u + W (s)U(s) . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ

ñâîéñòâî 7:

L̂ {w ∗ u} = L̂
{ˆ ∞

0

w(t− τ)u(τ)dτ

}
=

=

ˆ ∞
0

L̂ {w(t− τ)}u(τ)dτ =

ˆ ∞
0

e−sτW (s)u(τ)dτ = W (s)U(s).

2.2 Ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà

Èç ñâîéñòâà 9 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ çàïèñè ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ èìïóëüñíîé ôóíê-

öèåé w(t) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâà ðàâíîñèëüíûõ ñïîñîáà:

x(t) =

ˆ ∞
0

u(τ)w(t− τ)dτ + X(s) = W (s)U(s).

Ââèäó ëèíåéíîñòè ñèñòåìû îòíîøåíèå X(s)
U(s) = W (s) íå çàâèñèò îò ôóíêöèé

u(t), x(t) íà âõîäå è âûõîäå.

Îïðåäåëåíèå 5. Îáðàç Ëàïëàñà W (s) èìïóëüñíîé ôóíêöèè w(t) íàçûâà-

åòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé ëèíåéíîé ñèñòåìû.

Óïðàæíåíèå 14. Ïîêàæèòå, ÷òî îáðàç Ëàïëàñà H(s) îò ïåðåõîäíîé õà-

ðàêòåðèñòèêè h(t) ñâÿçàí ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé ñîîòíîøåíèåì H(s) =
1
sW (s) .

Ïîñòðîèì ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè ïðîñòåéøèõ çâåíüåâ.

1. Çâåíî èíòåðèðîâàíèÿ x(t) =
´ t

0 u(τ)dτ . Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-

ïëàñà ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå X(s) = 1
sU(s) . Ñëå-

äîâàòåëüíî, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ èäåàëüíîãî èíòåãðèðóþùåãî çâåíà åñòü

W (s) = 1
s .
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t

u(t) = u0

0

x(t)

t
0

x(t)

Ðèñ. 2.1: Èäåàëüíûé èíòåãðàòîð è èíòåãðàòîð ñ íàñûùåíèåì

2. Ðåàëüíûé èíòåãðàòîð (èëè èíòåãðàòîð ñ íàñûùåíèåì, àïåðèîäè÷åñêîå

çâåíî):

Tx(1)(t) + x(t) = u(t) + TsX(s)− Tx(0) +X(s) = U(s)

Ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè x(0) = 0 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

X(s) =
1

Ts+ 1
U(s).

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ àïåðèîäè÷åñêîãî çâåíà:

W (s) =
1

Ts+ 1
.

3. Çâåíî, îïèñûâàåìîå ñòàöèîíàðíûì ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèåì ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:[
anŝ

n + . . .+ a0ŝ
0
]
x(t) =

[
bmŝ

m + . . .+ b0ŝ
0
]
u(t), (2.1)

x(0) = 0, x(1)(0) = 0, . . . , x(n−1)(0) = 0.

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ:

W (s) =
bms

m + bm−1s
m−1 + . . .+ b0

ansn + an−1sn−1 + . . .+ a0

.
=
b(s)

a(s)
.

Ìíîãî÷ëåíû b(s), a(s) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëèòåëåì è çíàìåíà-

òåëåì ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè W (s) . Çíàìåíàòåëü a(s) ñîâïàäàåò ñ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1).
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4. Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ (ðèñ. 2.2):

W (s) = W1(s)W2(s) = W2(s)W1(s).

U(s)
W1(s) W2(s)

W1(s)U(s) X(s) = W2(s)W1(s)U(s)

W (s)

Ðèñ. 2.2: Ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå çâåíüåâ

5. Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ (ðèñ. 2.3):

W (s) = W1(s) +W2(s).

U(s)
+

+

X(s) =
[
W1(s) +W2(s)

]
U(s)

W1(s)

W2(s)

W (s)

Ðèñ. 2.3: Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå çâåíüåâ

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèè âûõîäû çâåíüåâ ñî-

åäèíÿþòñÿ ÷åðåç ñóììàòîð.

6. Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ çâåíà ñ îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ

(ðèñ. 2.4):

X(s) = W1(s) [U(s)−W2(s)X(s)] ⇒

X(s) =
W1(s)

1 +W1(s)W2(s)
U(s),

W (s) =
W1(s)

1 +W1(s)W2(s)
.
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U(s) +

−
W1(s)

X(s)

W2(s)

W (s)

Ðèñ. 2.4: Çâåíî ñ îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ

2.3 Ïåðâàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Ñâîéñòâî 10 ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñôîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü x(t) + X(s) è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

limt→∞ x(t)
.
= x(∞) , |x(∞)| < c . Òîãäà limt→∞ x(t) = lims→0 sX(s) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èçîáðàæåíèå ïðîèçâîäíîé x(1)(t) :

L̂x(1)(t) =

ˆ ∞
0

e−sτx(1)(τ)dτ = sX(s)− x(0).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â ïðåäåëå s→ 0 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

x(∞)− x(0) = lim
s→0

sX(s)− x(0),

îòêóäà ñëåäóåò limt→∞ x(t) = lims→0 sX(s) .

Ðàññìîòðèì ñëåäñòâèÿ òåîðåìû â ïðèìåíåíèè ê êîíòóðó ðåãóëèðîâàíèÿ íà

ðèñ. 2.5. Ïîëàãàåì, ÷òî íà âõîä ïîäàåòñÿ ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà 1(t) + 1
s .

U(s) = 1
s

−
Wðåã(s) Wîá(s)

X(s)

Ðèñ. 2.5: Êîíòóð ðåãóëèðîâàíèÿ
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü Wрег(s) = K , Wоб(s) = e−s

s , ò. å. êîíòóð ðåãó-

ëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ðóëåâóþ ìàøèíêó. È ïóñòü çíà÷åíèå ïà-

ðàìåòðà K âûáðàíî òàê, ÷òî êîíòóð óñòîé÷èâûé è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

limt→∞ x(t)
.
= x(∞) , |x(∞)| < c . Òîãäà limt→∞ x(t) = 1 , ò. å. êîíòóð îáåñ-

ïå÷èâàåò ðåãóëèðîâàíèå â ñìûñëå ñõîäèìîñòè âûõîäà x(t) ê çàäàííîìó íà

âõîäå çíà÷åíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè u(t) = 1(t) âûõîä ðåãóëÿòîðà ïî îïðåäåëåíèþ ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêîé: x(t) ≡ h(t) . Ïî ïðåäåëüíîé òåîðåìå

limt→∞ x(t) = lims→0 sH(s) , H(s) + h(t) . Ó÷òåì ñîîòíîøåíèå H(s) = 1
sW (s)

(óïðàæíåíèå 14) è çíà÷åíèå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè äëÿ ñèñòåìû ñ îòðèöà-

òåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ W (s) =
Wðåã(s)Wîá(s)

1+Wðåã(s)Wîá(s)
. Òîãäà

lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

W (s) = lim
s→0

Wрег(s)Wоб(s)

(1 +Wрег(s)Wоб(s))
=

= lim
s→0

K
(

e−s

s

)
(
1 +K

(
e−s

s

)) = 1.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü â ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ Wоб(s) âìå-

ñòî èäåàëüíîãî èíòåãðàòîðà 1
s ñòîèò àïåðèîäè÷åñêîå çâåíî 1

s+1 (èíòåãðàòîð

ñ íàñûùåíèåì): Wоб(s) = e−s

s+1 . Ïîêàæåì ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîé òåîðåìû,

÷òî ïðîñòåéøèé Ï-ðåãóëÿòîð ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé Wрег(s) = K óæå íå

îáåñïå÷èâàåò ðåãóëèðîâàíèÿ â ñìûñëå ñõîäèìîñòè x(t)→ 1 .

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü Wрег(s) = K , Wоб(s) = e−s

s+1 . È ïóñòü çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà K âûáðàíî òàê, ÷òî êîíòóð óñòîé÷èâûé è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

limt→∞ x(t)
.
= x(∞) , |x(∞)| < c . Òîãäà limt→∞ x(t) 6= 1 , ò. å. êîíòóð íå

îáåñïå÷èâàåò ðåãóëèðîâàíèå â ñìûñëå ñõîäèìîñòè âûõîäà x(t) ê çàäàííîìó

íà âõîäå çíà÷åíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1,

ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

W (s) = lim
s→0

K
(

e−s

s+1

)
(
1 +K

(
e−s

s+1

)) =
K

(1 +K)
6= 1.
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Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Óñëîæíèì ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, çàìåíèâ Ï-ðåãóëÿòîð ÏÈ-ðåãóëÿòîðîì ñ

ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé Wрег(s) = WПИ(s) = K
(

1 + 1
Tès

)
. Ïîêàæåì, ÷òî

öåëü óïðàâëåíèÿ áóäåò äîñòèãàòüñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü Wрег(s) = WПИ(s) = K
(

1 + 1
Tès

)
, Wоб(s) = e−s

s+1 .

È ïóñòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ K,Tи âûáðàíî òàê, ÷òî êîíòóð óñòîé÷èâûé

è ñóùåñòâóåò ïðåäåë limt→∞ x(t)
.
= x(∞) , |x(∞)| < c . Òîãäà

limt→∞ x(t) = 1 , ò. å. êîíòóð îáåñïå÷èâàåò ðåãóëèðîâàíèå â ñìûñëå ñõî-

äèìîñòè âûõîäà x(t) ê çàäàííîìó çíà÷åíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèâ â ïîëó÷åííîå âûøå âûðàæåíèå ïåðåäàòî÷íóþ

ôóíêöèþ ÏÈ-ðåãóëÿòîðà, ïîëó÷èì

lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

K
(

1 + 1
Tès

)(
e−s

s+1

)
(

1 +K
(

1 + 1
Tès

) (
e−s

s+1

)) =

= lim
s→0

K
(

1
Tès

)
(

1 +K
(

1
Tès

)) =
K

K
= 1.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Óïðàæíåíèå 15. Äîêàæèòå ïðåäëîæåíèå 3 äëÿ ñëó÷àÿ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà ñ

ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

Wрег(s) = WПИД(s) = K

(
1 +

1

Tиs
+

Tдs

1 + Tсs

)
.

Óêàçàíèå: ïðîâåðüòå ðàâåíñòâî lims→0WПИД(s) = lims→0WПИ(s) .

Îöåíêà ñíèçó äëÿ èíòåãðàëüíîé îøèáêè

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíóþ îøèáêó ðåãóëèðîâàíèÿ

ε∞ = lim
t→∞

ε(t), ε(t) =

ˆ t

0

|u(τ)− x(τ)|dτ.

Îáîçíà÷èì i(t)
.
=
´ t

0 (u(τ)− x(τ)) dτ 6 ε(t) + E(s) . Çíà÷åíèå âåëè÷èíû i∞
.
=

limt→∞ i(t) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñíèçó äëÿ èíòåãðàëüíîé îøèáêè ε∞ > i∞ (ñì.
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ðèñ. 2.6).

U(s) = 1
s

−

E(s)
Wðåã(s) Wîá(s)

X(s)

abs(·) 1

s

E(s)

1

s

I(s)

Ðèñ. 2.6: Èíòåãðàëüíàÿ îøèáêà ðåãóëèðîâàíèÿ

Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü Wоб(s) = bms
m+bm−1s

m−1+...+b0
ansn+an−1sn−1+...+a0

,

Wрег(s) = WПИ(s) = K
(

1 + 1
Tès

)
. Òîãäà ε∞ > i∞ = Tè

K
a0
b0
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäåëüíîé òåîðåìå

lim
t→∞

i(t) = lim
s→0

sI(s), I(s) + i(t).

Ñîãëàñíî áëîê-ñõåìå (ðèñ. 2.6)

I(s) =
1

s
E(s) =

1

s
(U(s)−X(s)) =

1

s

(
1

s
−H(s)

)
=

=
1

s

(
1

s
− 1

s
W (s)

)
, W (s) =

Wрег(s)Wоб(s)

1 +Wрег(s)Wоб(s)
.

Òîãäà âåðíû ðàâåíñòâà

lim
s→0

sI(s) = lim
s→0

(
1

s
− 1

s

Wрег(s)Wоб(s)

(1 +Wрег(s)Wоб(s))

)
=

= lim
s→0

1

s
− 1

s

K
Tès

b0
a0(

1 + K
Tès

b0
a0

)
 =

= lim
s→0

1

s

(
1

1 + K
Tès

b0
a0

)
=
Tи
K

a0

b0
.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè äëÿ èíòåãðàëüíîé îøèáêè ñëåäóåò, ÷òî â äâóõ ñëó-



50ÃËÀÂÀ 2. ÀÍÀËÈÇ ËÈÍÅÉÍÛÕÑÈÑÒÅÌÑÏÎÌÎÙÜÞÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈßËÀÏËÀÑÀ

÷àÿõ íåâîçìîæíî äîáèòüñÿ ðåãóëèðîâàíèÿ.

1. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ K â ðåãóëÿòîðå.

2. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà b0 â îáúåêòå óïðàâëåíèÿ.

2.4 Âòîðàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñôîðìóëèðóåì â âèäå âòîðîé

ïðåäåëüíîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü x(t) + X(s) è ñóùåñòâóåò ïðåäåë limt→0 x(t)
.
= x(+0),

|x(+0)| < c. Òîãäà limt→0 x(t) = lims→∞ sX(s) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû, ðàñ-

ñìîòðèì îáðàç ïðîèçâîäíîé x(1)(t) :

L̂x(1)(t) =

ˆ ∞
0

e−sτx(1)(τ)dτ = sX(s)− x(+0).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â ïðåäåëå s→∞ ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

0 = lim
s→∞

sX(s)− x(+0),

îòêóäà ñëåäóåò limt→0 x(t) = lims→∞ sX(s) .

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû ê àíàëèçó ñèñòåì óïðàâëåíèÿ.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå h(+0) äëÿ ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè ðó-

ëåâîé ìàøèíêè (ðèñ. 2.7)

U(s) = 1
s

−
K

e−s

s

X(s) = H(s)

Ðèñ. 2.7: Áëîê-ñõåìà ðóëåâîé ìàøèíêè

Ïî âòîðîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå

h(+0) = lim
s→∞

sH(s) = lim
s→∞

W (s) = lim
s→∞

K
(

e−s

s

)
1 +K

(
e−s

s

) = 0.



2.4. ÂÒÎÐÀß ÏÐÅÄÅËÜÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ 51

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà h(t) íå èñïûòûâàåò ñêà÷êà â

íóëå: h(−0) = h(0) = h(+0) .

Îïðåäåëåíèå 6. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîé íå

èñïûòûâàåò ñêà÷êà â íóëå (h(+0) = 0 , ñì. ðèñ. 2.8), íàçûâàåòñÿ ôèçè÷åñêè

ðåàëèçóåìîé.

t

u(t) = 1
h(t)

Ðèñ. 2.8: Ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìîé ñèñòåìû

Ôèçè÷åñêàÿ ðåàëèçóåìîñòü ñâÿçàíà ñ èíåðòíîñòüþ ñèñòåìû: ïðè ìãíî-

âåííîì ïîÿâëåíèè åäèíè÷íîãî âõîäíîãî ñèãíàëà â ìîìåíò t = 0 ôèçè÷åñêè

ðåàëèçóåìàÿ ñèñòåìà íå èçìåíÿåò ñêà÷êîì ñâîåãî ñîñòîÿíèÿ, à íà÷èíàåò äâè-

æåíèå èç íóëÿ áåç ðàçðûâà ôóíêöèè âûõîäà h(t) .

Ïðèìåð 2. Èäåàëüíûé óìíîæèòåëü (ðèñ. 2.9)

íå ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûì çâåíîì: h(+0) = K 6= 0 (ñì. ðèñ. 2.10).

u(t) = 1
K

x(t) = K

Ðèñ. 2.9: Èäåàëüíûé óìíîæèòåëü

t

u(t) = 1
h(t) = K

Ðèñ. 2.10: Ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà èäåàëüíîãî óìíîæèòåëÿ
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Ýòîò ýëåìåíòàðíûé âûâîä íà ïåðâûé âçãëÿä ïàðàäîêñàëåí. Êàçàëîñü áû,

íè÷åãî íå ñòîèò ¾ôèçè÷åñêè ðåàëèçîâàòü¿ çâåíî óìíîæåíèÿ ñ K = 0.5 ïî-

ñðåäñòâîì ýëåêòðè÷åñêîé öåïè èç äâóõ ñîïðîòèâëåíèé (ðèñ. 2.11):

u

r r

u/2

Ðèñ. 2.11: ¾Ôèçè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ¿ çâåíà óìíîæåíèÿ ñ K = 0.5

Ðàçðåøåíèå ïàðàäîêñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåàëüíàÿ öåïü èìååò íåíóëå-

âîå ñîïðîòèâëåíèå R ïðîâîäíèêîâ è íåíóëåâóþ åìêîñòü C , êîòîðûå íóæíî

ó÷åñòü â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (ðèñ. 2.12):

u

r r
R� r

C

' u/2

Ðèñ. 2.12: Ó÷åò ñîïðîòèâëåíèÿ è åìêîñòè ðåàëüíîé öåïè

¾Ðåàëüíûé óìíîæèòåëü¿ íà ðèñ. 2.12 îïèñûâàåòñÿ áëîê-ñõåìîé ñ äîïîëíè-

òåëüíûì çâåíîì WRC(s) :

u(t) = 1
K WRC(s)

x(t) = Ku(t)

Ðèñ. 2.13: ¾Ðåàëüíûé¿ óìíîæèòåëü

Èìåííî ýòî çâåíî è äåëàåò âñþ ñõåìó ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìîé â ñìûñëå

îïðåäåëåíèÿ 6.

Óïðàæíåíèå 16. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ RC -öåïî÷êè íà

ðèñ. 2.12 åñòü WRC(s) = 1
1+RCs .

Óïðàæíåíèå 17. Ïðîâåðüòå ôèçè÷åñêóþ ðåàëèçóåìîñòü çâåíà ñ ïåðåäàòî÷-

íîé ôóíêöèåé W (s) = K
(

1
1+RCs

)
.
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Óïðàæíåíèå 18. Äîêàæèòå, ÷òî çâåíî ñ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé

ôóíêöèåé W (s) = bms
m+bm−1s

m−1+...+b0
ansn+an−1sn−1+...+a0

ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà m < n .

2.5 Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

Ïóñòü H(s) = pms
m+pm−1s

m−1+...+p0
qnsn+qn−1sn−1+...+q0

.
= p(s)

q(s) , m < n åñòü èçîáðàæåíèå ïåðåõîäíîé

õàðàêòåðèñòèêè h(t) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí q(s) íîðìèðîâàí: qn =

1 . Òîãäà q(s) = (s− α1) . . . (s− αn) , αi ∈ C .

Äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ìîæíî âû÷èñëèòü îðèãèíàë h(t) áåç èñïîëüçî-

âàíèÿ îáùåé ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Ñëó÷àé íåêðàòíûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé q(s)

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí q(s) èìååò òîëüêî íåêðàòíûå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè:

αi ∈ R , αi 6= αj ïðè i 6= j . Òîãäà H(s) = p(s)
q(s) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå íà

ýëåìåíòàðíûå äðîáè:

p(s)

q(s)
=

A1

(s− α1)
+ . . .+

An

(s− αn)
, Ai ∈ R.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ai èç ñâîéñòâà 5 íà ñ. 42 ñëåäóåò ðåøåíèå
p(s)
q(s) + A1e

α1t + . . .+ Ane
αnt .

Êîýôôèöèåíòû Ai ïîëó÷àþòñÿ èç ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ

H(s) −→
s→αi

Ai

(s− αi)
.

Ïðèìåð. Ïóñòü H(s) =
s+ 1

s (s+ 2) (s+ 3)
=
A1

s
+

A2

(s+ 2)
+

A3

(s+ 3)
. Òîãäà

A1

s
= H(s)

∣∣∣∣
s→0

=
1

s (2) (3)
=

1

6s
,

A2

(s+ 2)
= H(s)

∣∣∣∣
s→−2

=
−1

(−2) (s+ 2) (1)
=

1

2 (s+ 2)
,

A3

(s+ 3)
= H(s)

∣∣∣∣
s→−3

=
−2

(−3) (−1) (s+ 3)
=

−2

3 (s+ 3)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, H(s) + h(t) =
(

1
6 + 1

2e−2t − 2
3e−3t

)
· 1(t).
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Óïðàæíåíèå 19. Ïîñòðîéòå ïåðåõîäíóþ õàðàêòåðèñòèêó äëÿ àïåðèîäè÷å-

ñêîãî çâåíà ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W (s) = 1
1+Ts . Óêàçàíèå: âîñïîëüçóé-

òåñü ñîîòíîøåíèåì H(s) = 1
sW (s) . Îòâåò: h(t) =

(
1− e−

t/T
)
· 1(t) .

Óïðàæíåíèå 20. Ïîñòðîéòå ïåðåõîäíóþ õàðàêòåðèñòèêó äëÿ äèôôåðåíöè-

ðóþùåãî çâåíà ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W (s) = s
1+Ts . Îòâåò:

h(t) = 1
T e−

t/T · 1(t) . Îòâåòüòå íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî çâåíî ôèçè÷åñêè

ðåàëèçóåìûì.

Óïðàæíåíèå 21. Íàïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå

çâåíüÿ ñ ïåðåäàòî÷íûìè ôóíêöèÿìè: à) W (s) = 1
1+Ts ; á) W (s) = s

1+Ts .

Îòâåò: à) Tx(1)(t) + x(t) = u(t) ; á) Tx(1)(t) + x(t) = u(1)(t) .

Ñëó÷àé êðàòíûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé q(s)

Ïóñòü çíàìåíàòåëü q(s) èçîáðàæåíèÿ H(s) = p(s)
q(s) èìååò êðàòíûå äåéñòâè-

òåëüíûå êîðíè αi ∈ R :

q(s) = (s− α1)
k1 . . . (s− αl)kl , k1 + . . .+ kl = n.

Â ýòîì ñëó÷àå H(s) = p(s)
q(s) òàê ðàçëàãàåòñÿ íà ýëåìåíòàðíûå äðîáè:

p(s)

q(s)
=

A11

(s− α1)
+

A12

(s− α1)
2 + . . .+

A1k1

(s− α1)
k1

+

+
A21

(s− α2)
+

A22

(s− α2)
2 + . . .+

A2k2

(s− α2)
k2

+ . . . (2.2)

. . . +
Al1

(s− αl)
+

Al2

(s− αl)2 + . . .+
Alkl

(s− αl)kl
, Aij ∈ R.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îðèãèíàëà h(t) ôóíêöèè H(s) = p(s)
q(s) äîñòàòî÷íî íàéòè

îðèãèíàë 1
(s−α)

m .

Óòâåðæäåíèå 8. 1
(s−α)

m + eαt tm−1

(m−1)! .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâó 8 íà ñ. 43 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñîîòíîøåíèå
1
sm + tm−1

(m−1)! . Îíî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì èíòåãðèðîâàíèåì:
1
s + 1 , 1

s
1
s +

´ t
0 1dτ = t , 1

s

(
1
s

)2
+
´ t

0 τdτ = t2

2 ,
1
s

(
1
s

)3
+
´ t

0
τ2

2 dτ = t3

2·3

è ò. ä.
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Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Aij â ðàçëîæåíèè (2.2) íàõîäÿòñÿ ïðèâåäåíèåì

ïðàâîé ÷àñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ q(s) è ñðàâíåíèåì ÷èñëèòåëåé â ëåâîé

è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà.

Óïðàæíåíèå 22. Ïîñòðîéòå ïåðåõîäíóþ õàðàêòåðèñòèêó äëÿ çâåíà ñ ïåðå-

äàòî÷íîé ôóíêöèåé W (s) = e−Ts

(1+T0s)
2 . Óêàçàíèå: ðåøèòå çàäà÷ó äëÿ ïåðåäà-

òî÷íîé ôóíêöèè W ∗(s) = 1
(1+T0s)

2 è âîñïîëüçóéòåñü ñâîéñòâîì 7 íà ñ. 42).

Îòâåò: h(t) =
[
1− e−

(t−T )/T0 − (t−T )
T0

e−
(t−T )/T0

]
· 1(t− T ) ).

Îïåðàòîðíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà h(t) , t > 0 åñòü ðåøåíèå äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è åäè-

íè÷íîé ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè. Çíà÷èò, âû÷èñëåíèåì ïåðåõîäíîé õàðàêòåðè-

ñòèêè h(t) ïî åå èçîáðàæåíèþ H(s) íàõîäèòñÿ ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è åäèíè-

öåé â ïðàâîé ÷àñòè. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íåíóëåâûå è ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò ïðîñòîå èçîáðàæå-

íèå, òî ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, òàêæå ïðèõîäèì ê àëãåáðàè÷å-

ñêîìó óðàâíåíèþ íà èçîáðàæåíèå ðåøåíèÿ. Òàêîé ñïîñîá ðåøåíèÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðíûì. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïåðâûì,

êòî ïðåäëîæèë îïåðàòîðíûé ñïîñîá, áûë Îëèâåð Õåâèñàéä (1892 ã.). Òåì íå

ìåíåå åùå ðàíüøå îïåðàòîðíûé ìåòîä ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé áûë ïðåäëîæåí ðóññêèì ìàòåìàòèêîì Ì.Å.Âàùåíêî-Çàõàð÷åíêî â åãî

ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè ¾Ñèìâîëè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå è ïðèëîæåíèå åãî ê

èíòåãðèðîâàíèþ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé¿ (Êèåâ, 1862).
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, íàéäèòå îáðàçû Ëàïëàñà äëÿ ôóíêöèé:

à) t; á) et; â) 2 cos t; ã) 1(t− 2); ä) t2.

2. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, íàéäèòå èçîáðàæåíèÿ

äëÿ ôóíêöèé:

à) e−tt2; á) e−2t + 2e−t; â) 1(t)− 1(t+ 1);

ã) (t− 1)2 1(t− 1) ä)
´ t

0 et−τ cos τ dτ ; å)
´ t

0 cos (t− τ) eτ dτ.

3. Íàéäèòå îðèãèíàëû äëÿ èçîáðàæåíèé:

à) X(s) = e−s

s3 ; á) X(s) = e−2s

s ; â) X(s) = e−s

s−1 ;

ã) X(s) = e−s

s(s−1) ä) X(s) = e−s

s3 + e−2s

s ; å) X(s) = e−s+1

s−2 .

4. Çàïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ çâåíüåâ, çàäàííûõ ïåðåäàòî÷-

íûìè ôóíêöèÿìè:

à) W (s) =
2 (s+ 2)

s (s2 + 0.1s+ 2)
; á) W (s) =

s+ 2

0.1s+ 2
.

5. Íàéäèòå ïðîîáðàçû Ëàïëàñà è ïîñòðîéòå ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè

çâåíüåâ ñ ïåðåäàòî÷íûìè ôóíêöèÿìè:

à) W (s) =
s+ 2

0.1s+ 2
; á) W (s) =

2

(s+ 0.2)2 .

6. Ïîñòðîéòå èìïóëüñíûå õàðàêòåðèñòèêè çâåíüåâ èç ïðåäûäóùåãî çàäà-

íèÿ.

7. Íàéäèòå ðåàêöèþ ñèñòåìû Tx(1) + x = u, x(0) = 0 íà âõîäíîé ñèãíàë:

à) u = 1(t− τ) ; á) u = a sinωt.

8. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå íà ýëåìåíòàðíûå äðîáè, ïðåäñòàâüòå ñèñòåìû â

âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ çâåíüåâ:

à) W (s) =
2

s2 + s+ 1
; á) W (s) =

s+ 2

s (s2 + 2s+ 1)
.
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9. Ïðîâåðüòå ôèçè÷åñêóþ ðåàëèçóåìîñòü çâåíüåâ:

à) W (s) =
(s+ 2)

(s+ 4)
e−s; á) x(2)(t) + 2x(1)(t) + x(t) = u(1)(t).

10. Ðåøèòå îïåðàòîðíûì ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ:

à) x(2)(t) + 3x(1)(t) + 2x(t) = 1, t > 0, x(0) = x(1)(0) = 0;

á) x(2)(t) + 3x(1)(t) + 2x(t) = 1, x(0) = x(1)(0) = 0;

â) x(2)(t)− x(t) = t, x(0) = 1, x(1)(0) = 0;

ã) x(2)(t) + x(1)(t) = t2, x(0) = 0, x(1)(0) = 1.

11. Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì f(t)
t +

´∞
s F (σ)dσ ([12], ñòðîêà 17 â òàáëèöå íà

ñ. 262) ïîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ èìïóëüñíîé ôóíêöèåé w(t) =
1
t+1 íå èìååò ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè è ïîýòîìó íå îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (2.1) è

íå èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.
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Ãëàâà 3

Óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì

3.1 Óñòîé÷èâîñòü ïî âõîäó

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì äèô-

ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ai ∈ R

x(n)(t) + an−1x
(n−1)(t) + . . .+ a0x(t) = u(t), t > 0, (3.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0), x(1)(0), . . . , x(n−1)(0) . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü â

òîì ÷èñëå è êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ x(t) ∈ C .

Îïðåäåëåíèå 7. 1. Ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (3.1) ïðè íåêîòîðîé îãðàíè÷åí-

íîé ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè |u(t)| 6 cu <∞ óñòîé÷èâî, åñëè îíî îãðàíè÷åíî:

|x(t)| 6 cx < ∞ . 2. Ñèñòåìà (3.1) óñòîé÷èâà ïî âõîäó, åñëè äëÿ ëþáîé

îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè u(t) ïðàâîé ÷àñòè âñå ðåøåíèÿ x(t) îãðàíè÷åíû.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñèñòåìà (3.1) óñòîé÷èâà ïî âõîäó, åñëè ïðè ëþáîì îãðà-

íè÷åííîì âõîäå âûõîä îãðàíè÷åí.

Ïðèâåäåì êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè ïî âõîäó.

Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîãî÷ëåí a(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + . . . + a0 íàçûâàåòñÿ

óñòîé÷èâûì (ãóðâèöåâûì), åñëè âñå åãî êîðíè èìåþò ñòðîãî îòðèöàòåëüíóþ

ðåàëüíóþ ÷àñòü: a(λ) = 0 ⇒ Reλ < 0.

Òåîðåìà 3. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïî âõîäó ñèñòåìû (3.1) íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû áûë óñòîé÷èâ åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí a(λ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí a(λ) íåóñòîé÷èâ, ò. å. èìååò êîðåíü λ : Reλ > 0 .

59
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Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè Reλ > 0 . Îáîçíà÷èì

x1(t) íåêîòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1). Òîãäà ôóíêöèÿ x2(t) =

x1(t) + eλt òàêæå áóäåò ðåøåíèåì, êîòîðîå íåóñòîé÷èâî, ïîýòîìó ñèñòåìà

íåóñòîé÷èâà ïî âõîäó. Ïóñòü òåïåðü Reλ = 0 . Åñëè êîðåíü íóëåâîé ( Imλ =

0 ), òî â óðàâíåíèè (3.1) a0 = 0 , è â ñëó÷àå u(t) ≡ 1(t) èìååì íåóñòîé-

÷èâîå ðåøåíèå x2(t) = 1
a1
t , ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà ïî âõîäó.

Åñëè Imλ 6= 0 , òî ââèäó âåùåñòâåííîñòè êîýôôèöèåíòîâ ai èìååì ïàðó

êîðíåé λ1,2 = ±iω . Îáîçíà÷èì τ
.
= π

ω ïîëóïåðèîä êîëåáàòåëüíîãî ðåøåíèÿ

A cos(ωt+ ϕ) . Âûáåðåì ïðàâóþ ÷àñòü

u(t) =

1, t ∈ [kτ, (k + 1) τ) ,

0, t ∈ [(k + 1) τ, (k + 2) τ) ,
k = 0, 2, 4, . . .

Òîãäà ðåøåíèåì x2(t) óðàâíåíèÿ (3.1) áóäåò ôóíêöèÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç îò-

ðåçêîâ êîñèíóñîèä ñ óâåëè÷èâàþùåéñÿ àìïëèòóäîé (ïðîâåðüòå):

ω2x2(t) =



− cos(ωt) + 1, t ∈ [0, τ) ,

2 cos(ω(t− τ)), t ∈ [τ, 2τ) ,

−3 cos(ωt) + 1, t ∈ [2τ, 3τ) ,

4 cos(ω(t− τ)), t ∈ [3τ, 4τ) ,

. . . , . . .

(ñì. ðèñóíîê).

t0
π/ω

u(t)

x2(t)

Ðèñ. 3.1: Íåóñòîé÷èâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé λ1,2 = ±iω
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Ðåøåíèå x2(t) íåóñòîé÷èâî, ïîýòîìó ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà. Çàìåòèì, ÷òî

çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè èäåþ ðåçîíàíñíîé ðàñêà÷êè ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèì

âîçäåéñòâèåì â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (íà âõîäå ñèñòåìû).

Ìû ðàññìîòðåëè âñå ñëó÷àè ñ Reλ > 0 . Îíè ïðèâîäÿò ê íåóñòîé÷èâîñòè

ïî âõîäó. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå Reλ < 0 íåîáõîäèìî äëÿ óñòîé÷èâîñòè.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ a(λ) = 0

èìåþò ñòðîãî îòðèöàòåëüíóþ ðåàëüíóþ ÷àñòü Reλ < 0 . Òîãäà âñÿêîå ðåøå-

íèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

x(n)(t) + an−1x
(n−1)(t) + . . .+ a0x(t) = 0 (3.2)

ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Åñëè x2(t) è x3(t) � äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ (3.1), òî ðàçíîñòü x3(t)− x2(t) åñòü ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíå-

íèÿ (ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â (3.1)), ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü x3(t)−x2(t)

ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè u(t) â ïðàâîé

÷àñòè îãðàíè÷åíî õîòÿ áû îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå x2(t) , òîãäà äëÿ ýòîé ïðàâîé

÷àñòè îãðàíè÷åíû âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1). Âñåãäà ìîæåì âûáðàòü x2(t)

â âèäå ñâåðòêè: x2(t) =
´ t

0 u(τ)w(t− τ)dτ , ãäå w(t) � èìïóëüñíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî x2(t) îãðàíè÷åíî. Ïóñòü ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïðîèçâîëü-

íàÿ îãðàíè÷åííàÿ |u(t)| < cu . Âåðíî íåðàâåíñòâî

|x2(t)| < cu

ˆ t

0

|w(t− τ)| dτ = cu

ˆ t

0

|w(θ)| dθ.

Èìïóëüñíàÿ ôóíêöèÿ w(t) åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè:

w(t) = d
dth(t) . Ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà h(t) ïî îïðåäåëåíèþ åñòü îòêëèê

ñèñòåìû (3.1) íà ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ Õåâèñàéäà. Â ðàçäåëå 1.2 áûëî ïî-

êàçàíî, ÷òî òàêîé îòêëèê åñòü ñóììà êîíñòàíòû 1
a0

è ðåøåíèÿ ((1.4), ãë. 1)

îäíîðîäíîé ñèñòåìû:

h(t) =
(
c11 + c12t+ . . .+ c1k1t

k1−1
)

eλ1t +

+
(
c21 + c22t+ . . .+ c2k2t

k2−1
)

eλ2t + . . .+

+
(
cl1 + cl2t+ . . .+ clklt

kl−1
)

eλlt + 1
a0
, t > 0.

Çàìåòèì, ÷òî êîíñòàíòû cij â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè âñåãäà âûáèðàþòñÿ òà-
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êèì îáðàçîì, ÷òîáû ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà h(t) áûëà âåùåñòâåííîé, ïî-

ñêîëüêó îíà åñòü îòêëèê ñèñòåìû (3.1) íà âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ Õåâèñàéäà

ïðè ïðè âåùåñòâåííûõ êîýôôèöèåíòàõ ai óðàâíåíèÿ (3.1) è íóëåâûõ íà÷àëü-

íûõ óñëîâèÿõ. Òàêæå âåùåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñíàÿ ôóíêöèÿ w(t) .

Äàëåå îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè n = 0 äîêàçûâàåìàÿ òåîðåìà ñòàíîâèòñÿ

î÷åâèäíîé, à ïðè n > 0 ñèñòåìà (3.1) ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìà (óïðàæíåíèå 18),

òî åñòü h(t) íå èìååò ðàçðûâà â íóëå (îïðåäåëåíèå 6); ïîýòîìó w(t) êàê

ïðîèçâîäíàÿ h(t) îãðàíè÷åíà è ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ

wi(t) âèäà

wi(t)
.
= cikt

k−1e−αit sin(ωit+ ϕi), αi
.
= −Reλi > 0, ωi

.
= Imλi.

Òîãäà

|wi(τ)| 6 const ·
∣∣tke−αt sin(ωt+ ϕ)

∣∣
è âåðíû íåðàâåíñòâà

ˆ t

0

|wi(τ)| dτ 6 const1 + const2

ˆ t

0

∣∣tke−αt sin(ωt+ ϕ)
∣∣ dτ 6

6 const1 + const2

ˆ t

0

tke−αtdτ 6

6 const1 + const2

ˆ ∞
0

tke−αtdτ =

= const1 + const2
k!

αk+1

.
= cw,i.

(Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà òàáëè÷íûé, îí áûë âû÷èñëåí

ðàíåå â ãëàâå 2 ïðè äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-

ïëàñà â ñëó÷àå êðàòíûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Äåéñòâèòåëüíî, èç óòâåð-

æäåíèÿ 8 ïðè α = 0 ñðàçó ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå tm−1

(m−1)! +
1
sm , êîòîðîå áóê-

âàëüíî îçíà÷àåò
´∞

0
tm−1

(m−1)!e
−stdt = 1

sm . Ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ k
.
= m − 1 ,

α
.
= s ïîëó÷èì

´∞
0 tke−αtdt = k!

αk+1 . )

Òàêèì îáðàçîì, âåðíà îöåíêà

|x2(t)| < cu

ˆ t

0

|w(θ)| dθ 6 cu (cw,1 + . . .+ cw,l)
.
= cucw.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðåøåíèå x2(t) óñòîé÷èâî, à âìåñòå ñ íèì ââèäó ïðîèçâîëü-
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íîñòè îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè óñòîé÷èâû è âñå ðåøåíèÿ íåîä-

íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïî âõîäó ñèñòåìû (3.1) íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ðåøåíèÿ x(t) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.2) (îíè ìîãóò

îòëè÷àòüñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè) ñõîäèëèñü íà áåñêîíå÷íîñòè ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, èñïîëü-

çóÿ òåîðåìó 3 è îáùèé âèä ((1.4), ãë. 1) ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

3.2 Êðèòåðèé Ìèõàéëîâà

Îïðåäåëåíèå 9. Ãîäîãðàôîì ìíîãî÷ëåíà a(λ) íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè a(iω) ∈ C , ω > 0 .

Óòâåðæäåíèå 9. (Êðèòåðèé Ìèõàéëîâà). Ìíîãî÷ëåí a(λ) ñòåïåíè n óñòîé-

÷èâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãîäîãðàô a(iω) ïðè óâåëè÷åíèè ω îò 0 äî

∞ : 1) äâèæåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è 2) ïðîõîäèò ðîâíî n êâàäðàíòîâ

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 3.2, 3.3).

à)

Re

Im

a(λ) = λ+ 1

λ = iω, ω > 0

á)

Re

Im

a(λ) = λ− 1

Ðèñ. 3.2: Ãîäîãðàôû óñòîé÷èâîãî (à) è íåóñòîé÷èâîãî (á) ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà
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Re

Im

a(λ) = λ3 + 3λ2 + 2λ+ 1
λ = iω, ω > 0

Re

Im

a(λ) = λ3 + λ2 + λ+ 2
λ = iω, ω > 0

Ðèñ. 3.3: Ãîäîãðàôû óñòîé÷èâîãî (à) è íåóñòîé÷èâîãî (á) ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà

Äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ Ìèõàéëîâà îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèíöèïå àðãóìåí-

òà. Íàïîìíèì, àðãóìåíòîì arg a êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a = x+ iy íàçûâàåòñÿ

óãîë íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìåæäó îñüþ àáñöèññ è íàïðàâëåíèåì èç íóëÿ

â òî÷êó a (ðèñ. 3.4)

Re

Im

a = x+ iy

arg a

Ðèñ. 3.4: Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a

Óòâåðæäåíèå 10. (Ïðèíöèï àðãóìåíòà). Ïóñòü a(iω) , ω > 0, � ãîäîãðàô

ìíîãî÷ëåíà a(λ) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà

arg a(iω)

∣∣∣∣ω=∞

ω=−∞

.
= lim

ω→∞
[arg a(iω)− arg a(−iω)] = (m− −m+) π,

ãäå m− � ÷èñëî êîðíåé a(λ) â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè, m+ �

÷èñëî êîðíåé a(λ) â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàçëîæåíèÿ a(λ) = an (λ− λ1) . . . (λ− λn) ñëåäóåò

a(iω) = an (iω − λ1)︸ ︷︷ ︸
µ1

. . . (iω − λn)︸ ︷︷ ︸
µn

= ρ(ω)eiϕ(ω),

ϕ (ω)
.
= arg a(iω) = arg µ1 + . . .+ arg µn.
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Òîãäà arg a(iω)
∣∣ω=∞
ω=−∞ = arg µ1

∣∣ω=∞
ω=−∞ + . . . + arg µn

∣∣ω=∞
ω=−∞ . Åñëè êîðåíü λ1

ðàñïîëîæåí â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè (ðèñ. 3.5 à), òî ðàäèóñ-âåêòîð èç íóëÿ â

òî÷êó a(iω) ïðè óâåëè÷åíèè ω âðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïðèðà-

ùåíèå àðãóìåíòà ïîëîæèòåëüíîå:

arg µ1

∣∣∣∣ω=∞

ω=−∞
= π/2− (− π/2) = π.

Äëÿ êîðíÿ λ2 â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè (ðèñ. 3.5 á ) ðàäèóñ-âåêòîð a(iω) ïðè

óâåëè÷åíèè ω âðàùàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà îòðèöà-

òåëüíîå:

arg µ2

∣∣∣∣ω=∞

ω=−∞
= − 3π/2− (− π/2) = −π.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî ðàâåíñòâî arg a(iω)
∣∣ω=∞
ω=−∞ = (m− −m+) π , ãäå m− ,

m+ � ÷èñëà êîðíåé a(λ) ñîîòâåòñòâåííî â ëåâîé è ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

à)

Re

Im

λ1

iωµ1(iω)

á)

Re

Im

λ2

iω

µ2(iω)

Ðèñ. 3.5: Àðãóìåíò ñîìíîæèòåëÿ µi â ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿ êîðíÿ λi â ëåâîé (à) è ïðàâîé
(á) ïîëóïëîñêîñòè ( i = 1, 2 )

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà a(λ) äåéñòâèòåëüíûå, òî

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

arg a(iω)

∣∣∣∣ω=∞

ω=0

= 1
2 arg a(iω)

∣∣∣∣ω=∞

ω=−∞
= (m− −m+)

π

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ó÷åñòü, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñ äåéñòâèòåëüíû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè âñå êîðíè ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îò îñè àáñöèññ êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
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Ñëåäñòâèå 2. (Êðèòåðèé Ìèõàéëîâà). Ìíîãî÷ëåí a(λ) ñòåïåíè n óñòîé-

÷èâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà arg a(iω)
∣∣ω=∞
ω=0

= n
π

2
, ò. å. ãîäîãðàô ìíîãî-

÷ëåíà ïðîõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ðîâíî n êâàäðàíòîâ êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âñåãäà âåðíî ðàâåíñòâî n = m−+

m+ , à óñòîé÷èâîñòü ìíîãî÷ëåíà ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ m+ = 0 .

3.3 Êðèòåðèé Ðàóñà�Ãóðâèöà

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà a(λ) = anλ
n+an−1λ

n−1+. . .+akλ
k , a0 6= 0 , k > 0 îïðåäåëèì

ìíîãî÷ëåí ñ îáðàòíûì ïîðÿäêîì êîýôôèöèåíòîâ: ã(λ)
.
= akλ

n + ak+1λ
n−1 +

. . .+anλ
k . Îáîçíà÷èì m− (a(λ)) , m+ (a(λ)) , m0 (a(λ)) ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëà

êîðíåé a(λ) â ëåâîé, ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè è íà ìíèìîé îñè.

Óòâåðæäåíèå 11. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà m− (a(λ)) = m− (ã(λ)) ,

m+ (a(λ)) = m+ (ã(λ)) , m0 (a(λ)) = m0 (ã(λ)) . Â ÷àñòíîñòè, ìíîãî÷ëåí a(λ)

óñòîé÷èâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óñòîé÷èâ ìíîãî÷ëåí ñ îáðàòíûì ïîðÿä-

êîì êîýôôèöèåíòîâ ã(λ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí a(λ) íå èìååò íóëåâûõ êîðíåé. Òîãäà

a(0) = a0 6= 0 , k = 0 , è óðàâíåíèå anλ
n + an−1λ

n−1 + . . . + a0 = 0 ðàâ-

íîñèëüíî óðàâíåíèþ an + an−1λ
−1 + . . . + a0λ

−n = ã(λ−1) = 0 . Ýòî çíà÷èò,

÷òî åñëè {λ1, . . . , λn} � ìíîæåñòâî êîðíåé a(λ) , òî
{
λ−1

1 , . . . , λ−1
n

}
� ìíî-

æåñòâî êîðíåé ã(λ) , è íàîáîðîò. ×èñëà λ è λ−1 âñåãäà ëåæàò â îäíîé è

òîé æå ïîëóïëîñêîñòè, ëåâîé èëè ïðàâîé, èëè îáà íà ìíèìîé îñè (ïðîâåðü-

òå ýòîò ôàêò, èñïîëüçóÿ ïîëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå λ = ρeiϕ ). Îòñþäà ñëå-

äóþò ðàâåíñòâà m− (a(λ)) = m− (ã(λ)) , m+ (a(λ)) = m+(ã(λ)) . Ïîñêîëüêó

n = m+ +m−+m0 , ïîëó÷àåì m0 (a(λ)) = m0(ã(λ)). Ïóñòü òåïåðü ìíîãî÷ëåí

a(λ) èìååò íóëåâîé êîðåíü êðàòíîñòè k . Òîãäà

a(λ) = λk
(
anλ

n−k + an−1λ
n−k−1 + . . .+ ak

)
è ìíîãî÷ëåí â ñêîáêàõ íå èìååò íóëåâûõ êîðíåé. Ïî îïðåäåëåíèþ

ã(λ) = λk
(
akλ

n−k + ak+1λ
n−k−1 + . . .+ an

)
.
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Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ã(λ) òàêæå èìååò íóëåâîé êîðåíü êðàòíîñòè k, à

îñòàëüíûå êîðíè ïîëó÷àþòñÿ îáðàùåíèåì íåíóëåâûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà a(λ).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íóëåâîé êîðåíü ëåæèò íà ìíèìîé îñè, ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå

óòâåðæäåíèå è äëÿ ñëó÷àÿ íàëè÷èÿ íóëåâûõ êîðíåé.

Îïðåäåëåíèå 10. Ãëàâíûì ìèíîðîì ïîðÿäêà m êâàäðàòíîé ìàòðèöû n×n
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü, ðàñïîëîæåííûé íà ïåðåñå÷åíèè ïåðâûõ m ñòðîê è

ïåðâûõ m ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ó êâàäðàòíîé n×n -ìàòðèöû ðîâíî n ãëàâíûõ

ìèíîðîâ (ïîðÿäêîâ 1, 2, . . . , n ).

Óòâåðæäåíèå 12. (Êðèòåðèé Ðàóñà�Ãóðâèöà). Ìíîãî÷ëåí

ã(λ)
.
= a0λ

n + a1λ
n−1 + . . .+ an, a0 > 0

(ñ îáðàòíûì ïîðÿäêîì êîýôôèöèåíòîâ) óñòîé÷èâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû Ãóðâèöà H ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû:

H
.
=



a1 a3 a5 . . . 0 0

a0 a2 a4 . . . 0 0

0 a1 a3 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 . . . . . . an−1 0

0 0 0 . . . an−2 an


,



∆1 = a1 > 0,

∆2 =

∣∣∣∣∣ a1 a3

a0 a2

∣∣∣∣∣ > 0,

. . . . . . . . .

∆n = |H| > 0.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû H ñíà÷àëà íà ãëàâíîé äèàãîíàëè âûïèñûâàþòñÿ

êîýôôèöèåíòû a1 , . . . , an , à çàòåì ñâåðõó è ñíèçó â ñòîëáöàõ äîáàâëÿþòñÿ

îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ñ âîçðàñòàíèåì èíäåêñà ñíèçó ââåðõ. Êîýôôèöè-

åíòû ñ èíäåêñàìè ìåíüøå 0 è áîëüøå n çàìåíÿþòñÿ íóëÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèÿ Ðàóñà�Ãóðâèöà ìû íå ïðèâîäèì.

Óïðàæíåíèå 23. Ïîñòðîéòå ìàòðèöû Ãóðâèöà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ:

1) ã(λ) = a0λ+ a1 ; 2) ã(λ) = a0λ
2 + a1λ+ a2 ;

3) ã(λ) = a0λ
3 + a1λ

2 + a2λ+ a3 .

Îòâåò: H1 = [a1] ; H2 = [ a1 0
a0 a2 ] ; H3 =

[
a1 a3 0
a0 a2 0
0 a1 a3

]
.
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Ïðèìåð 3. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ðàóñà�Ãóðâèöà, äëÿ ìíîãî÷ëåíà ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà ã(λ) = λ + a1 íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòà a1 = ∆1 > 0 .

Ïðèìåð 4. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà âòîðîãî ïîðÿäêà ã(λ) = λ2 + a1λ + a2 íåîáõî-

äèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëü-

íîñòü ìèíîðîâ ∆1 = a1 > 0 è ∆2 =
∣∣ a1 0

1 a2

∣∣ > 0 . Ââèäó ðàâåíñòâà ∆2 = a2∆1

ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ a1 > 0 è

a2 > 0 (ñì. òàêæå óïðàæíåíèå 5).

Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà 3 è âûøå ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ êîýô-

ôèöèåíòîâ ïðè a0 > 0 óæå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè.

Òåì íå ìåíåå, îíî îñòàåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì.

Óòâåðæäåíèå 13. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå À.Ñòîäîëû). Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ìíî-

ãî÷ëåíà íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå åãî êîýôôèöèåíòû èìåëè îäèíàêîâûé çíàê.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà íå èìåþò îäèíàêîâîãî

çíàêà, ìíîãî÷ëåí íåóñòîé÷èâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè âåð-

íî ðàçëîæåíèå íà ñîìíîæèòåëè ïîðÿäêîâ 1 è 2:

a(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a0 =

= an (λ+ r1) . . . (λ+ rm)
(
λ2 + p1λ+ p2

)
. . .
(
λ2 + q1λ+ q2

)
.

Ìíîãî÷ëåí a(λ) óñòîé÷èâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óñòîé÷èâ êàæäûé èç

ñîìíîæèòåëåé ýòîãî ðàçëîæåíèÿ. Ýòî ðàâíîñèëüíî ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè

âñåõ êîýôôèöèåíòîâ r1, . . . , rm , p1, p2, . . . , q1, q2 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå

ðàñêðûòèÿ ñêîáîê âñå êîýôôèöèåíòû ai ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ λ áóäóò

èìåòü îäèíàêîâûé çíàê, îïðåäåëÿåìûé çíàêîì ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà an .

Óïðàæíåíèå 24. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí òðåòüåãî ïîðÿäêà ã(λ) = a0λ
3 +

a1λ
2 + a2λ+ a3 (a0 > 0 ) óñòîé÷èâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèçâåäåíèå

¾âíóòðåííèõ¿ êîýôôèöèåíòîâ ñòðîãî áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ ¾âíåøíèõ¿ êîýô-

ôèöèåíòîâ: a1a2 > a0a3 .
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3.4 Êðèòåðèé Íàéêâèñòà

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ñèñòåìó ñ îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ:

U(s) +

−
W1(s) = p1(s)

q1(s)

X(s)

W2(s) = p2(s)
q2(s)

W (s) = p(s)
q(s)

Ðèñ. 3.6: Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ñ îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä (ñì. ðàçäåë 2.2)

W (s) =
W1(s)

1 +W1(s)W2(s)
=

p1(s)q2(s)

q1(s)q2(s) + p1(s)p2(s)
.
=
p(s)

q(s)
. (3.3)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çâåíî W1(s) = p1(s)
q1(s) ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìî, ò. å. deg p1 <

deg q1 , ãäå deg îáîçíà÷àåò ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà (ñì. óïðàæíåíèå 18). Îòíîñè-

òåëüíî çâåíà W2(s) ïðåäïîëàãàåì íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî deg p2 6 deg q2 . Òî-

ãäà deg q(s) = deg q1(s)q2(s). Îïðåäåëèì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ ðàçîìêíó-

òîé ñèñòåìû

Wр(s)
.
= W1(s)W2(s) =

p1(s)

q1(s)

p2(s)

q2(s)
.
=
pр(s)

qр(s)
.

Îáîçíà÷èì n1,2 ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ q1,2(s) . Âåðíî ñîîòíîøåíèå

deg qр(s) = n1 + n2
.
= n = deg q(s).

Ïóñòü l � ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà qр(s) â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ñîãëàñíî

ïðèíöèïó àðãóìåíòà

arg qр(iω)

∣∣∣∣ω=∞

ω=0

= (m− −m+)
π

2
= (n− 2l)

π

2
. (3.4)

Òåîðåìà 4. (Ã.Íàéêâèñò, 1932). Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíê-
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öèåé W (s) (3.3) óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãîäîãðàô ν(iω)
.
=

W1(iω)W2(iω) , ω > 0 (ãîäîãðàô Íàéêâèñòà) îõâàòûâàåò òî÷êó −1 ðîâíî
l
2 ðàç, ò. å.

arg [1 +W1(iω)W2(iω)]

∣∣∣∣ω=∞

ω=0

= 2π
l

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

ν(s)
.
= 1 +W1(s)W2(s).

Ãîäîãðàô ν(iω) ïîëó÷àåòñÿ èç ãîäîãðàôà Íàéêâèñòà ν(iω) ñäâèãîì ïîñëåä-

íåãî âïðàâî íà åäèíèöó. Åñëè ãîäîãðàô Íàéêâèñòà ν(iω) îãèáàåò −1 , òî

ãîäîãðàô ν(iω) îãèáàåò íîëü, è íàîáîðîò. Èç îïðåäåëåíèÿ ν(s) ñëåäóåò

ν(s) =
q1(s)q2(s) + p1(s)p2(s)

q1(s)q2(s)
=

q(s)

qр(s)
.

Òîãäà arg ν(s) = arg q(s)− arg qр(s) , è ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (3.4) èìååì

arg ν(iω)

∣∣∣∣ω=∞

ω=0

= arg q(iω)

∣∣∣∣ω=∞

ω=0

− (n− 2l)
π

2
.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó àðãóìåíòà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

arg q(iω)

∣∣∣∣ω=∞

ω=0

= n
π

2
.

Ââèäó ïðåäûäóùåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

arg ν(iω)

∣∣∣∣ω=∞

ω=0

= n
π

2
− (n− 2l)

π

2
= 2π

l

2
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ ðàññìîòðåííûõ â ïåðâîé ãëàâå ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ àêòóàëüíûì

ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé ãîäîãðàôîâ íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè, êîãäà èìååòñÿ îñîáåí-

íîñòü â òî÷êå s = 0 . Ýòà îñîáåííîñòü ïîÿâëÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè â ïåðåäàòî÷íîé

ôóíêöèè ñëàãàåìîãî ñ ñîìíîæèòåëåì 1
sk

= 1

(iω)
k . Íàïðèìåð, íà ðèñ. 3.7 ñëå-

âà èçîáðàæåí ãîäîãðàô ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû ñ ÏÈ-

ðåãóëÿòîðîì: W1(s) = 0.5
(
1 + 1

2.5s

)
1

(1+1.11s)
5 e−s , W2(s) = 1 , s = iω . Ýòîò

ãîäîãðàô èìååò îñîáåííîñòü â íóëå.
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Ïðè íàëè÷èè òàêîãî ðîäà îñîáåííîñòè ñîìíîæèòåëü 1
s ñëåäóåò çàìåíèòü

íà 1
(s+α) , 0 < α � 1 , ïîñëå ÷åãî íóëåâîé êîðåíü s = 0 ïåðåéäåò â áëèçêèé

ê íóëþ óñòîé÷èâûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü s = −α . Â ðåçóëüòàòå ãîäîãðàô

ïðèìåò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 3.7 ñïðàâà ïóíêòèðîì, è ÷èñëî ïîëóîáîðîòîâ

ãîäîãðàôà áóäåò öåëûì.

Re

Im

−1

ω ↓ 0

Re

Im

−1

ω ↓ 0

1/α

Ðèñ. 3.7: Óñòðàíåíèå îñîáåííîñòè â íóëå

Ïîñòðîåíèå ãîäîãðàôà â ïðîãðàììíîé ñðåäå Scilab.

s=poly(0,"s") // ôîðìàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ìíîãî÷ëåíîâ

b=1+s // ìíîãî÷ëåí ÷èñëèòåëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè W_ð(s)

a=1+s+2*s^2 // ìíîãî÷ëåí çíàìåíàòåëÿ

// ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè W_ð(s)

sl=syslin('c',b,a) // ñîçäàíèå çàïèñè ëèíåéíîé ñèñòåìû

// ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W_ð(s)=b(s)/a(s)

nyquist(sl) // ïîñòðîåíèå ãîäîãðàôà Íàéêâèñòà

Âûáîð äèàïàçîíà ÷àñòîò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãîäîãðàôà Íàéêâèñòà

Çàïèøåì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû äâóìÿ ñïîñîáàìè,

âûíîñÿ îáùèé ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü ñíà÷àëà èç çíàìåíàòåëÿ, çàòåì èç ÷èñ-

ëèòåëÿ:

W1(s)W2(s)
.
=
P (s)

Q(s)
=


1
Q0

P (s)
(1+T1s+T2s2+...) ,

P0
(1+T ′1s+T

′
2s

2+...)
Q(s) .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ρ
.
= 1

T1
, ρ′

.
= 1

T ′1
. Ïðè ïîñòðîåíèè ãîäîãðàôà â ïåðâóþ

î÷åðåäü ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà äèàïàçîí ÷àñòîò ω ∈ [ρ, ρ′] .
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Ïðè ïîñòðîåíèè ãîäîãðàôà â Scilab, êàê ïðàâèëî, ïîäõîäÿò çíà÷åíèÿ ρ è

ρ′ , óñòàíîâëåííûå ïî óìîë÷àíèþ.

Çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî Íàéêâèñòó

Ïðåäëîæåíèå 4. (Ñëåäñòâèå òåîðåìû Íàéêâèñòà). Ïóñòü ðàçîìêíóòàÿ

ñèñòåìà óñòîé÷èâà, ò. å. çíàìåíàòåëü qр(s) ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ðàçî-

ìêíóòîé ñèñòåìû íå èìååò íóëåé â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè: l = 0 . Òîãäà äëÿ

óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãîäî-

ãðàô ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû W1(iω)W2(iω) íå îãèáàë

òî÷êó −1 .

Èç ýòîãî êðèòåðèÿ âûòåêàåò ýìïèðè÷åñêèé êîëè÷åñòâåííûé ïîêàçàòåëü

óñòîé÷èâîñòè: ÷åì äàëüøå ãîäîãðàô óñòîé÷èâîé ñèñòåìû ïðîõîäèò îò òî÷êè

−1 , òåì áîëüøå çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ýòîé ñèñòåìû.

à)

−1 a

á)

−1 ∆ϕ

Ðèñ. 3.8: Çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî àìïëèòóäå (à) è ïî ôàçå (á)

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò äâà ïîêàçàòåëÿ áëèçîñòè ãîäîãðàôà ê òî÷êå −1 :

çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî àìïëèòóäå Ka è ïî ôàçå ∆ϕ . Ïóñòü a > 0 åñòü

ðàññòîÿíèå îò íóëåâîé òî÷êè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

ãîäîãðàôà ñ îòðåçêîì (−1, 0) (ðèñ. 3.8, à). Ïîêàçàòåëü óñòîé÷èâîñòè ïî àì-

ïëèòóäå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì Ka
.
= 20 lg 1

a . Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà

èìååò äîñòàòî÷íûé çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî àìïëèòóäå, åñëè Ka > 3 .

Çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî ôàçå îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé óãëà ∆ϕ ìåæäó ëó-

÷îì (−∞, 0) è íàïðàâëåíèåì èç íóëÿ íà òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ãîäîãðàôà ñ åäè-
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íè÷íîé îêðóæíîñòüþ (ðèñ. 3.8, á). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà èìååò äîñòàòî÷íûé

çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî ôàçå, åñëè ∆ϕ > 30◦ .

3.5 Óñòîé÷èâîñòü èíòåðâàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Èíòåðâàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì Ia íàçûâàåòñÿìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ a(λ) =

a0 + a1λ+ . . .+ anλ
n ñî çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ èç çàäàííûõ èíòåðâàëîâ

ai ∈ [ai, ai] , i ∈ 1, n . Èíòåðâàëüíûé ìíîãî÷ëåí Ia óñòîé÷èâ, åñëè óñòîé÷èâû

âñå ìíîãî÷ëåíû a(λ) ∈ Ia .

Òåîðåìà 5. (Â.Ë.Õàðèòîíîâ, 1978). Èíòåðâàëüíûé ìíîãî÷ëåí Ia óñòîé-

÷èâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óñòîé÷èâû ÷åòûðå ìíîãî÷ëåíà a1(λ) ,

a2(λ) , a3(λ) , a4(λ) , îïðåäåëÿåìûå èç òàáëèöû:

a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 . . . an

a1(λ) 0 0 1 1 0 0 1 . . . . . .

a2(λ) 0 1 1 0 0 1 1 . . . . . .

a3(λ) 1 1 0 0 1 1 0 . . . . . .

a4(λ) 1 0 0 1 1 0 0 . . . . . .

Â ñòîëáöå äëÿ êîýôôèöèåíòà ai âñå åäèíèöû ñëåäóåò çàìåíèòü íà âåëè-

÷èíó ai , à âñå íóëè � íà âåëè÷èíó ai .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé óäèâèòåëüíîé òåîðåìû îñíîâàíî íà ïðèíöèïå àðãó-

ìåíòà è íå ñëîæíî. Åãî ìîæíî íàéòè â ïåðâîì òîìå êíèãè Ä.Ï.Êèìà èç

ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. Ïðîâåðüòå óñòîé÷èâîñòü óðàâíåíèé ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíà-

ìè:

à) (λ+ 2) (λ+ 3) ; á)
(
λ2 + 5λ+ 6

)
; â)

(
λ5 + λ3 + 1

)
(λ− 1) ;

ã)
(
λ2 + 4

)
(λ+ 1) ä)

(
λ3 + 5λ2 + 6λ

)
.
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2. Ïðîâåðüòå óñòîé÷èâîñòü çâåíüåâ, çàäàííûõ ïåðåäàòî÷íûìè ôóíêöèÿìè:

à) W (s) =
2 (s+ 2)

s (s2 + 0.1s+ 2)
; á) W (s) =

s+ 2

0.1s+ 2
.

3. Ïî êðèòåðèþ Ðàóñà�Ãóðâèöà ïðîâåðüòå óñòîé÷èâîñòü óðàâíåíèé:

à) x(3) + 2x(2) + x(1) + x = 0; á) 2x(3) + x(2) + x(1) + x = 1;

â) x(5) + 2x(4) + 3x(3) + 2x(2) + x(1) + x = u(t).

4. Ïðè êàêèõ α è β áóäóò óñòîé÷èâû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé:

à) x(3) + αx(2) + 2x(1) + βx = 0; á) x(3) + αx(2) + βx(1) + 3x = 1 ?

5. Ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ Ñòîäîëû ïðîâåðüòå óñòîé÷èâîñòü óðàâíåíèé:

à) x(5) + 2x(2) + x(1) − x = 0; á) x(4) + x(3) − x(1) + x = 1;

6. Ïîñòðîéòå ãîäîãðàôû Ìèõàéëîâà äëÿ óðàâíåíèé:

à) x(1) − 2x = 0; á) x(1) + 2x = 0; â) x(1) + 2 = 0.

Ïðîâåðüòå óñòîé÷èâîñòü ïî êðèòåðèþ Ìèõàéëîâà.

7. Ïðîâåðüòå óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W (s) = W1

1+W1
,

W1(s) = 2
1+2s : à) ïî êðèòåðèþ Ìèõàéëîâà; á) ïî êðèòåðèþ Íàéêâèñòà.

8. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ W = W1

1+W1

.
= W ′1

1+W ′1W
′
2
äîïóñêàåò

äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ: W ′
1 = W1,W

′
2 = 1 è W ′

1 = 1,W ′
2 = 1/W1 .

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîâåðüòå ïî Íàéêâèñòó óñòîé÷èâîñòü ïðè W1(s) =
2

1+2s . Îáúÿñíèòå ðåçóëüòàò. Ïðîâåðüòå ñîîòâåòñòâèå êàæäîãî èç ïðåä-

ñòàâëåíèé óñëîâèÿì òåîðåìû Íàéêâèñòà.

9. Ïî çàäàííûì ïåðåäàòî÷íûì ôóíêöèÿì ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû èññëåäóéòå

óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Íàéêâèñòà:

à) W (s) =
20

s− 2
; á) W (s) =

1

s− 2
; â) W (s) =

(s+ 1)

s (s− 2)
;
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ã) W (s) =
20 (s+ 1)

s (s− 2)
; ä) W (s) =

10e−0.2s

s+ 1
; å) W (s) =

10e−2s

s+ 1
.

10. Ïî çàäàííûì ïåðåäàòî÷íûì ôóíêöèÿì ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû îïðåäåëè-

òå îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû:

à) W (s) =
k

(s− 2)2 ; á) W (s) =
k

s (s− 2)
; â) W (s) =

4

(Ts+ 2)2 .

11. Ïðîâåðüòå óñòîé÷èâîñòü èíòåðâàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ:

à) λ3 + a2λ
2 + a1λ+ a0, a2 ∈ [1; 2] , a1 ∈ [1; 2] , a0 ∈ [1; 2] ;

á) λ4 + a1λ
3 + 2λ2 + a3λ+ 1, a1 ∈ [1; 3] , a3 ∈ [0,1; 0,4] .

12. Ïîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ èìïóëüñíîé ôóíêöèåé w(t) = 1
t+1

(ñì. óïðàæíåíèå 11 íà ñ. 57) ïðè ëþáîì ôèíèòíîì îãðàíè÷åííîì âîç-

äåéñòâèè u(t) èìååò âûõîä x(t) , ñõîäÿùèéñÿ ïðè t→∞ ê íóëþ (è êàê

ñëåäñòâèå, ñõîäÿùèåñÿ îäíîðîäíûå äâèæåíèÿ), íî â òî æå âðåìÿ èìååò

ðàñõîäÿùóþñÿ ïåðåõîäíóþ õàðàêòåðèñòèêó, ò. å. íåóñòîé÷èâà ïî îïðåäå-

ëåíèþ 7. (Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå ñîîòíîøåíèå x(t) =
´∞

0 u(τ)w(t− τ)dτ

èç ðàçäåëà 2.2 äëÿ u(0 6 t 6 1) = 1 , u(t > 1) = 0 ). Ñðàâíèòå ïîëó÷åí-

íûé ðåçóëüòàò ñ óòâåðæäåíèåì ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 3 íà ñ. 63.
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Ãëàâà 4

Ëèíåéíûå ñèñòåìû â íîðìàëüíîé ôîðìå

ïåðâîãî ïîðÿäêà

Äëÿ îïèñàíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü äèôôåðåí-

öèàëüíûå óðàâíåíèÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå ïåðâîãî ïîðÿäêà

v(1)(t) = Av(t) +Bu(t), (4.1)

x(t) = Cv(t), t > 0,

v(t) ∈ Rn, x(t), u(t) ∈ R,

A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×1, C ∈ R1×n.

Óñòàíîâèì ñâÿçü ñèñòåìû (4.1) ñ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

áåç ïåðåìåííûõ v(t) :(
ŝn + an−1ŝ

n−1 + . . .+ a0

)
x(t) =

(
bn−1ŝ

n−1 + . . .+ b0

)
u(t). (4.2)

Çäåñü, êàê è ðàíåå, ŝk îáîçíà÷àåò îïåðàòîð k -é ïðîèçâîäíîé ŝkx
.
= x(k) ;

x = x(t) , u = u(t) � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè âðåìåíè, îïðåäåëåííûå íà

ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè t > 0 . Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x(0), x(1)(0), . . . , x(n−1)(0)

íå îáÿçàòåëüíî íóëåâûå.

Íà÷íåì ñ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ(
ŝn + an−1ŝ

n−1 + . . .+ a0

)
x(t) = 0. (4.3)

77
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Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî îíî ðàâíîñèëüíî ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ
x(1)(t)

x(2)(t)
...

x(n)(t)

 =


0 1 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1

−a0 −a1 . . . −an−1




x(t)

x(1)(t)
...

x(n−1)(t)

 . (4.4)

Îïðåäåëèì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ v(t)
.
=


x(t)

x(1)(t)
...

x(n−1)(t)

 ∈ Rn. Ìàòðè÷íîå óðàâíå-

íèå çàïèøåòñÿ êðàòêî

v(1)(t) = Av(t). (4.5)

4.1 Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ìàòðè÷íàÿ

ýêñïîíåíòà.

Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íîé çàïèñè (4.5) âû÷èñëèòü ðåøåíèå

x(t) = Cv(t) =
[
1 0 . . . 0

]
v(t)

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè v(0) â ïðîèçâîëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè t .

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ýêñïîíåíòû eA îò ìàòðèöû A . Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå

v(t) â âèäå ðÿäà Òåéëîðà:

v(t) = v(0) + v(1)(0) · t+ v(2)(0) · t
2

2
+ . . .+ v(n)(0) · t

n

n!
+ . . .

Ââèäó ðàâåíñòâà v(1) = Av ïîëó÷èì ðÿä

v(t) = v(0) + Av(0)t+ A2v(0)
t2

2
+ . . .+ Anv(0)

tn

n!
+ . . . =

=

(
I + At+

(At)2

2
+ . . .+

(At)n

n!
+ . . .

)
v(0).

Ðÿä â ñêîáêàõ àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A è êî-
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íå÷íîãî t . Åãî åñòåñòâåííî íàçâàòü ýêñïîíåíòîé îò At :

eAt
.
= I + At+

(At)2

2
+ . . .+

(At)n

n!
+ . . . (4.6)

Óñòàíîâèì ñâîéñòâà ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû.

1. Ïðîâåðèì ñîîòíîøåíèå eAs+At = eAseAt . Ïîñêîëüêó äëÿ àáñîëþòíî ñõî-

äÿùèõñÿ ðÿäîâ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ ìîæíî ìåíÿòü, èìååì

eAseAt =
∞∑
i=0

Aisi

i!

( ∞∑
j=0

Ajtj

j!

)
=

∞∑
k=0

Ak

∑
i+j=k

sitj

i!j!

 =

=
∞∑
k=0

Ak (s+ t)k

k!
= eA(s+t) = eAs+At.

2. Ïîëîæèâ s = −t = 1 , ïîëó÷èì, ÷òî ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà eA îáðàòèìà

äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A , è
(
eA
)−1

= e−A .

3. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ eAt äèôôåðåíöèðóåòñÿ ¾îáû÷íûì ñïîñîáîì¿:

d

dt
eAt = AeAt,

÷òî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç åå îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç ðÿä.

4. Åñëè ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ, òî ïðè óñëîâèè limt→∞ e−At = 0 âåðíî

ñîîòíîøåíèå ∞̂

0

e−Aτdτ = A−1, (4.7)

êîòîðîå òàêæå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (4.6). Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèì ôóíê-

öèþ

S(θ)
.
=

θˆ

0

e−Aτdτ.

Ïðåäñòàâèì ýêñïîíåíòó ïîä èíòåãðàëîì â âèäå ðÿäà:

S(θ)
.
=

θˆ

0

(
I − Aτ + A2τ

2

2
− . . .+ Anτ

n

n!
(−1)n + . . .

)
dτ.
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Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

S(θ)
.
= I · θ − Aθ

2

2
+ A2 θ3

2 · 3
− . . .+ An θn+1

(n+ 1)!
(−1)n + . . . =

= A−1(I − e−Aθ). (4.8)

Åñëè limt→∞ e−At = 0 , òî S(∞) = A−1 . Ñëåäîâàòåëüíî,

∞̂

0

e−Aτdτ = S(∞) = A−1.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü çà-

ïèñàíî ÷åðåç ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó:

v(t) = eAtv(0), v(0) ∈ Rn. (4.9)

Îáðàòíîå òîæå âåðíî: ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà eAtv(0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ (4.5), ÷òî ñëåäóåò èç óñòàíîâëåííûõ âûøå ñâîéñòâ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåí-

òû.

Âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû â Scilab:

A=[1 2; 0 1] // èñõîäíàÿ ìàòðèöà

expm(A) // ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà îò ìàòðèöû A

Ñëåäñòâèå 3. Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå V0 ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû v(1)(t) =

Av(t) èìååò ðàçìåðíîñòü n .

Ñëåäñòâèå 4. Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå X0 = CV0 ðåøåíèé x(t) = Cv(t)

îäíîðîäíîé ñèñòåìû v(1)(t) = Av(t) èìååò ðàçìåðíîñòü n .

Çàìåòèì, ÷òî çàïèñü ðåøåíèÿ ÷åðåç ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó ïîçâîëÿåò ëåã-

êî âû÷èñëÿòü v(t) , íî íå ïîçâîëÿåò óâèäåòü êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ,

êàê âåäåò ñåáÿ ãðàôèê v(t) . Èññëåäóåì áîëåå äåòàëüíî ìíîæåñòâî ðåøåíèé

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.5)

v(1)(t) = Av(t).

Óáåäèìñÿ, ÷òî åãî ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âèäà v(t) = ceλt ïðè ñî-

îòâåòñòâóþùåì âûáîðå êîìïëåêñíîãî âåêòîðà c ∈ Cn è êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
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λ ∈ C . Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ ceλt â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì λceλt = Aceλt . Îòñþ-

äà ñëåäóåò (λI − A) c = 0 . Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ c 6= 0 ñóùåñòâóþò, òîëü-

êî åñëè det (λI − A) = 0 . Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíå-

íèåì äëÿ ìàòðèöû A è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.5). Ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû ci, cj ∈ Cn ìàòðèöû A , ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷èñëàì

λi 6= λj , ëèíåéíî íåçàâèñèìû [6, ñ. 84]. Åñëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íû, ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïðîñòîé ñòðóêòó-

ðû [6, ñ. 85]. Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.5) èìååò

âèä

v(t) = c1e
λ1t + . . .+ cne

λnt.

Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êîðåíü λ1 êðàòíîñòè k , òî îáùåå

ðåøåíèå ñîñòîèò èç ôóíêöèé [5, ñ. 93]

v(t) =
(
c11 + c12t+ . . .+ c1kt

k−1
)

eλ1t + (4.10)

+ck+1e
λk+1t + . . .+ cne

λnt.

Çäåñü c11, . . . , c1k ∈ Cn � ëþáîé íàáîð èç k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ,

ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (λ1I − A) c = 0 . Íàëîæåíèåì äîïîëíè-

òåëüíûõ óñëîâèé íà âåêòîðû ci, cpq ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñóæàåòñÿ äî äåéñòâè-

òåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé v(t) ∈ Rn .

Ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ î÷åíü ïîõîæè íà ôîðìóëû îáùåãî ðåøåíèÿ îä-

íîðîäíîãî ñêàëÿðíîãî (íåìàòðè÷íîãî) óðàâíåíèÿ (1.2), ðàññìîòðåííîãî â ïåð-

âîé ãëàâå. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî çäåñü ci íå ÷èñëà, à âåêòîðû, è âû-

÷èñëèòü èõ ñëîæíåå. Ôóíêöèè x(t) ∈ R è v(t) ∈ Rn ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

x(t) = Cv(t) .

Ïåðåéäåì ê íåîäíîðîäíûì ñèñòåìàì. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè ìàòðè÷íîé

çàïèñè (4.1) ñ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (4.2) áåç ïåðåìåí-

íûõ ñîñòîÿíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ìàòðè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè áîëåå ñëîæíàÿ, ÷åì

(4.4).
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4.2 Êàíîíè÷åñêàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà

Ãîâîðèòñÿ, ÷òî ñèñòåìà (4.1) èìååò êàíîíè÷åñêóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó (ÊÍÔ)

(ôîðìó Ôðîáåíèóñà), åñëè ìàòðèöû A,B,C èìåþò âèä

A
.
= AF =


0 . . . 0 −a0

1 . . . 0 −a1

. . .
...

0 . . . 1 −an−1

 , B
.
= BF =


b0

b1

...

bn−1

 , (4.11)

C
.
= CF =

[
0 . . . 0 1

]
.

Â ãëàâå 6 áóäåò ïîêàçàíî, ïðè óñëîâèè íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìó (4.1) âñåãäà

ìîæíî ïðèâåñòè â êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó (4.11). Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (4.1) â

ôîðìå (4.11) è óðàâíåíèå (4.2) ðàâíîñèëüíû.

Îïðåäåëåíèå 11. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.2) íàçûâàåì ïàðó ôóíêöèé x(t) ,

u(t) , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (4.2). Ðåøåíèåì ñèñòåìû (4.1) íàçû-

âàåì ïàðó ôóíêöèé x(t) , u(t) , äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïîäîáðàòü âåêòîð v(0) ∈
Rn , ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óðàâíåíèÿ (4.1).

Òåîðåìà 6. Âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòå-

ìû (4.1), (4.11); è íàîáîðîò, âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1), (4.11) óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.2). Ìåæäó íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) , [ŝx] (0) ,

...
[
ŝn−1x

]
(0) è âåêòîðîì v(0) ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-

ñòâèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì n = 3 (äëÿ äðóãèõ n âñå àíàëîãè÷íî)

1. Ïóñòü ïàðà ôóíêöèé x, u åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1), (4.11) :

(I)

(II)

(III)

ŝ


v1

v2

v3

 =


0 0 −a0

1 0 −a1

0 1 −a2



v1

v2

v3

+


b0

b1

b2

u, (4.12)

(IV) x =
[
0 0 1

]
v1

v2

v3

 .
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Èç óðàâíåíèÿ (I)

ŝv1 = −a0v3 + b0u. (4.13)

Èç óðàâíåíèÿ (II)

ŝv2 = v1 − a1v3 + b1u. (4.14)

Èç óðàâíåíèÿ (III)

ŝv3 = v2 − a2v3 + b2u. (4.15)

Èç óðàâíåíèÿ (IV)

x = v3. (4.16)

×òîáû èñêëþ÷èòü ïåðåìåííóþ v1 , ïðîäèôôåðåíöèðóåì (4.14) è ïîäñòàâèì

ŝv1 èç óðàâíåíèÿ (4.13). Çàòåì òàê æå èñêëþ÷èì v2 , ïðîäèôôåðåíöèðî-

âàâ (4.15) äâàæäû è ïîäñòàâèâ ŝ2v2 èç ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ

(4.14). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ŝ3v3 + a2ŝ
2v3 + a1ŝv3 + a0v3 = b2ŝ

2u+ b1ŝu+ b0u.

Ïîñëå çàìåíû (IV) v3 = x ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (4.2).

2. Îáðàòíî, ïóñòü äàíî óðàâíåíèå (4.2). Ïîñìîòðåâ íà óðàâíåíèÿ (IV) (4.16),

(III) (4.15), (II) (4.14), ââåäåì ïåðåìåííûå

(IVa) v3
.
= x,

(IIIa) v2
.
= ŝv3 + a2v3 − b2u,

(IIa) v1
.
= ŝv2 + a1v3 − b1u.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèñòåìû (4.12) íå õâàòàåò óðàâíåíèÿ ñ ŝv1 . Äèôôåðåíöèðóÿ

(IIà), (IIIà), ïîëó÷èì

v3
.
= x,

ŝ2v2
.
= ŝ3v3 + a2ŝ

2v3 − b2ŝ
2u,

ŝv1
.
= ŝ2v2 + a1ŝv3 − b1ŝu.

Ïîäñòàâèì ŝ2v2 â òðåòüå óðàâíåíèå:

ŝv1 = ŝ3v3 + a2ŝ
2v3 + a1ŝv3 − b2ŝ

2u− b1ŝu.



84ÃËÀÂÀ 4. ËÈÍÅÉÍÛÅÑÈÑÒÅÌÛÂÍÎÐÌÀËÜÍÎÉÔÎÐÌÅÏÅÐÂÎÃÎÏÎÐßÄÊÀ

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (4.2) ñ v3
.
= x , ìîæåì íàïèñàòü

(Ia) ŝv1 = −a0v3 + b0u.

Óðàâíåíèÿ (Ia)�(IVa) åñòü ñèñòåìà (4.12).

3. Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) , [ŝx] (0) ,
[
ŝ2x
]

(0)

è âåêòîðîì v(0) . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t èìååì óðàâíåíèÿ (IIa)�(IVa), èç êî-

òîðûõ ïîëó÷àåì

v3
.
= x,

v2
.
= ŝx+ a2x− b2u,

v1
.
=
(
ŝ2x+ a2ŝx− b2ŝu

)︸ ︷︷ ︸
ŝv2

+a1x− b1u,

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå

v =


v1

v2

v3

 =


a1 a2 1

a2 1 0

1 0 0



x

ŝx

ŝ2x

+


−b2ŝu− b1u

b2u

0

 .
Ïîñêîëüêó ìàòðèöà

[
a1 a2 1
a2 1 0
1 0 0

]
íåîñîáåííàÿ (åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí 1), à ôóíê-

öèÿ u çàäàíà, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñî-

îòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîðîì v è ôóíêöèÿìè x , ŝx , ŝ2x â ëþáîé ìîìåíò

âðåìåíè, â òîì ÷èñëå t = 0 . Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.3 ×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Ïåðåéäåì ê íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ v(1)(t) = Av(t)+Bu(t) . Ïîëó÷èì ôîð-

ìóëó äëÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ v(t) â âèäå èíòåãðàëà ñâåðòêè (ñì. îïðåäåëåíèå4

ãë. 1). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè

ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî èñ-

êîìûì ÷àñòíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

v(t) =

tˆ

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ. (4.17)
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Äåéñòâèòåëüíî, âûíåñåì ýêñïîíåíòó eAt çà èíòåãðàë è ïîñëå äèôôåðåíöèðî-

âàíèÿ ïîëó÷èì:

v(1)(t) =

(
d

dt
eAt
) tˆ

0

e−AτBu(τ)dτ + eAt

 d

dt

tˆ

0

(. . .)

 =

= AeAt
tˆ

0

(. . .) + eAt
(
e−AtBu(t)

)
=

= A

tˆ

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ +Bu(t) = Av(t) +Bu(t).

Âñëåäñòâèå ôîðìóëû (1.17) ñèñòåìû (4.1) ñâåðòêîé, â êîòîðîé ðîëü èìïóëüñ-

íîé ôóíêöèè èãðàåò w(t)
.
= CeAtB :

x(t) =

tˆ

0

w(t− τ)u(τ)dτ = Cv(t) =

tˆ

0

CeA(t−τ)Bu(τ)dτ. (4.18)

Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ èìïóëüñíîé ôóíêöèè âòîðûì ñïîñîáîì. Ïðèìå-

íèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèé ñèñòåìû â íîðìàëü-

íîé ôîðìå (4.1), ïîëó÷èì:

sV (s) = AV (s) +BU(s), X(s) = CV (s).

Îòñþäà ñëåäóåò çíà÷åíèå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè

W (s)
.
=
X(s)

U(s)
= C (sI − A)−1B. (4.19)

Èìïóëüñíàÿ ôóíêöèÿ w(t) åñòü ïðîîáðàç Ëàïëàñà äëÿ W (s) :

C (sI − A)−1B =

∞̂

0

e−sτw(τ)dτ. (4.20)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè w(t) èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ïî-
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ëó÷åííûì âûøå ñîîòíîøåíèåì (4.7): (sI − A)−1 =
´∞

0 e−(sI−A)τdτ. Èìååì

C (sI − A)−1B =

∞̂

0

Ce−(sI−A)τB dτ =

∞̂

0

e−sτCeAτB dτ,

òî åñòü w(t) = CeAtB.

Â èòîãå îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.1) èìååò âèä

x(t)
.
= X0 + C

tˆ

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ, (4.21)

ãäå X0 = CV0 , V0
.
=
{
v(t) : v(1) = Av, v(0) ∈ Rn

}
� ìíîæåñòâî âñåõ ðåøå-

íèé (4.10) îäíîðîäíîé ñèñòåìû v(1) = Av .

4.4 Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû â íîðìàëüíîé

ôîðìå ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ôîðìóëà (4.21) äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.1) ïîçâîëÿåò

ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè, àíàëîãè÷íûé êðèòåðèþ óñòîé÷èâî-

ñòè óðàâíåíèÿ (3.1) (ñì. òåîðåìó 3).

Òåîðåìà 7. Ñèñòåìà â íîðìàëüíîé ôîðìå ïåðâîãî ïîðÿäêà (4.1) óñòîé÷èâà

ïî âõîäó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

v(1)(t) = Av(t) ñõîäÿòñÿ ïðè t→∞ ê íóëþ.

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è òåîðåìà 3.

Äëÿ ìàòðèöû A ∈ Rn×n îïðåäåëèì åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

a(λ)
.
= det (λI − A) .

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ãóðâèöåâîé, èëè óñòîé÷èâîé, åñëè

óñòîé÷èâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí a(λ) .

Óòâåðæäåíèå 14. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó Ôðîáåíèóñà

A = AF (4.11). Òîãäà åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí det (λI − A) åñòü

a(λ) = λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a0 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü det (λI − A) ïî 1-é ñòðîêå:

det (λI − A) = det



λ 0 a0

−1 λ a1

−1
. . .

...

. . . λ an−2

0 −1 λ+ an−1


.
= Dn =

= λDn−1 + (−1)n−1 a0 det

 −1 λ 0

−1
. . .
. . . λ

0 −1


(n−1)×(n−1)︸ ︷︷ ︸

(−1)
n−1

= λDn−1 + a0.

Ðàçëàãàÿ òàê æå îïðåäåëèòåëè Dn−1, . . . , D1 , ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ðàâåíñòâ

Dn−1 = λDn−2 + a1,

. . . . . . . . .

D2 = λD1 + an−2,

D1 = λ · 1 + an−1.

Ïîäíèìàÿñü ïî ýòîé öåïî÷êå ¾ñíèçó ââåðõ¿, ïîëó÷èì

D2 = λ (λ · 1 + an−1) + an−2 = λ2 + an−1λ+ an−2,

. . . . . . . . .

Dn = λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a0

(ýòè ðàâåíñòâà íàçûâàþò ñõåìîé Ãîðíåðà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà

â òî÷êå λ ). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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4.4.1 ¾Íåóñòîé÷èâîñòü¿ ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ìàòðèö

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

Aε
.
=



−1 100 0

−1 100

−1
. . .

. . . 100

ε −1


∈ Rn×n.

Ó íåå îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ýëåìåíòû −1 , 100 íà äâóõ äèàãîíàëÿõ è ýëå-

ìåíò ε â ëåâîì íèæíåì óãëó. Ïðîâåðèì óñòîé÷èâîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà det (λI − Aε) .

det (λI − Aε) = det



(λ+ 1) (−100) 0

(λ+ 1) (−100)

(λ+ 1)
. . .

. . . (−100)

−ε (λ+ 1)


=

= (λ+ 1)n + (−ε) (−1)n−1 (−100)n−1 =

= (λ+ 1)n − 100n−1ε.

Ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò êîðíè λ = −1 +
n
√

100n−1ε . Ïðè ε = 0 êîðåíü êðàò-

íîñòè n ðàâåí −1 , ìíîãî÷ëåí óñòîé÷èâ. Ïðè
n
√

100n−1ε > 1 êîðåíü ïîëî-

æèòåëüíûé, è ìíîãî÷ëåí íåóñòîé÷èâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óâåëè÷åíèè ε îò 0

äî çíà÷åíèé ε > 1
100n−1 êîðåíü ïåðåõîäèò èç ëåâîé â ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü è

ìíîãî÷ëåí ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Ïðè n = 9 íåóñòîé÷èâîñòü ïîÿâëÿåòñÿ

óæå ïðè ε > 10−16 , ÷òî ñðàâíèìî ñ ïîãðåøíîñòüþ ðàçðÿäíîé ñåòêè êîìïüþ-

òåðà ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ â ìàíòèññå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ Aε → A′ε
.
= TAεT

−1 íå èçìåíÿåò

îïðåäåëèòåëÿ è, êàê ñëåäñòâèå, íå èçìåíÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-

íà det (λI − Aε) = det (λI − A′ε) . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ìàòðèö A′ε ,

ïîëó÷àåìûõ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ èç ìàòðèöû Aε , ñâîéñòâî óñòîé÷èâî-

ñòè òàê æå ÷óâñòâèòåëüíî ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ýëåìåíòîâ, êàê è äëÿ ìàòðèöû
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Aε .

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êîëè÷åñòâåííîé

ìåðû óñòîé÷èâîñòè. Òàêîé ìåðîé ìîãëà áû áûòü ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ äëÿ êàæ-

äîé ìàòðèöû A ïîêàçûâàåò ñòåïåíü áëèçîñòè ê îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè ÷å-

ðåç òî÷íóþ îöåíêó âåðõíåé ãðàíèöû íîðì ðåøåíèé v(t) óðàâíåíèÿ v(1)(t) =

Av(t) . ×åì ìåíåå óñòîé÷èâû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, òåì áîëüøå èõ íîðìû è òåì

áëèæå ìàòðèöà A ê íåóñòîé÷èâîñòè. Ýòà èäåÿ áóäåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà

â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâåííûé êðèòåðèé, îñíîâàííûé

íà ãîäîãðàôå Íàéêâèñòà (ðàçäåë 3.4), íå èìååò ïðÿìîé ñâÿçè ñ ðåøåíèÿìè

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

4.5 Óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà

Ïîëó÷åíèå êîëè÷åñòâåííûõ êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè, îñíîâàííûõ íà âåðõíåé

îöåíêå íîðì ðåøåíèé, ñâÿçàíî ñ óðàâíåíèåì Ëÿïóíîâà. Äîêàçûâàåìàÿ â ýòîì

ðàçäåëå òåîðåìà çàíèìàåò öåíòðàëüíîå ìåñòî â àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êàê ëèíåéíûõ, òàê è íåëèíåéíûõ (ãëàâà 7).

Íàì ïîíÿäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà H íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííîé (H > 0 ), åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà x>Hx ïîëîæè-

òåëüíà (> 0 ) äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x . Ìàòðèöà H íàçûâàåòñÿ

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé (H > 0 ), åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà x>Hx

íåîòðèöàòåëüíà (> 0 ) äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x .

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà H =

H> äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå H = PΛP> , ãäå P � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

(P>P = I ) è Λ = diag (λ1, . . . , λn) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç ñîáñòâåííûõ

÷èñåë H , êîòîðûå âñå âåùåñòâåííû. Åñëè H ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî

âñå λi ïîëîæèòåëüíû, è íàîáîðîò.

Óòâåðæäåíèå 15. Ïóñòü H > 0 � ñèììåòðè÷íàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà

H = H> è â ðàçëîæåíèè H = PΛP> , Λ = diag (λ1, . . . , λn) , ñîáñòâåí-

íûå ÷èñëà H óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ: λ1 > λ2 > . . . > λn > 0 . Òîãäà
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îòíîøåíèå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì v>Hv
v>v

(îòíîøåíèå Ðýëåÿ) îãðàíè÷åíî ñâåðõó

è ñíèçó âåëè÷èíàìè λ1 > v>Hv
v>v

> λn è ýòè íåðàâåíñòâà íåóëó÷øàåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ v = Pϕ :

v>Hv

v>v
=
ϕ>P>HPϕ

ϕ>P>Pϕ
=
ϕ>Λϕ

ϕ>ϕ
=
λ1ϕ

2
1 + . . .+ λnϕ

2
n

ϕ2
1 + . . .+ ϕ2

n

.

Ïîñëåäíåå îòíîøåíèå ôîðì ìîæíî ïðåäñòàâèòü äâîÿêèì îáðàçîì:

λ1ϕ
2
1 + . . .+ λnϕ

2
n

ϕ2
1 + . . .+ ϕ2

n

=

λ1
ϕ2
1+

λ2
λ1
ϕ2
2+...+λn

λ1
ϕ2
n

ϕ2
1+...+ϕ2

n
6 λ1 (⇐ λi

λ1
6 1),

λn
λ1
λn
ϕ2
1+...+

λn−1
λn

ϕ2
n−1+ϕ2

n

ϕ2
1+...+ϕ2

n
> λn (⇐ λi

λn
> 1).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâàõ âåðõíÿÿ ãðàíèöà λ1 äî-

ñòèãàåòñÿ ïðè âûáîðå ϕ1 = 1 , ϕi = 0 , i > 1 , à íèæíÿÿ ãðàíèöà λn äîñòèãà-

åòñÿ ïðè âûáîðå ϕn = 1 , ϕi = 0 , i < n .

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó À.Ì.Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ñïåêòð {λ1(A), . . . , λn(A)} ìàòðèöû A ∈ Rn×n íå èìå-

åò òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè: λi(A)+λj(A) 6= 0, ãäå

÷åðòà îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. È ïóñòü H ∈ Rn×n � ðåøåíèå

ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

A>H +HA = −I. (4.22)

Òîãäà: 1) ìàòðèöà H ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà;

2) îíà ñèììåòðè÷íà H> = H ;

3) óñòîé÷èâîñòü (ãóðâèöåâîñòü) ìàòðèöû A âëå÷åò ñòðîãóþ ïîëîæè-

òåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü H > 0 ;

4) îáðàòíî, åñëè H > 0 , òî ìàòðèöà A óñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü H ñëåäóåò èç îäíîé

òåîðåìû Ì.Ã.Êðåéíà [8, � 2].

2. Ñèìåòðè÷íîñòü H ñëåäóåò èç ñâîéñòâà åäèíñòâåííîñòè è òîãî ôàêòà,

÷òî ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà íå èçìåíÿåòñÿ, à ìàòðèöà H

çàìåíÿåòñÿ íà H> . Ââèäó åäèíñòâåííîñòè H = H> .
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3. Ïóñòü ìàòðèöà A óñòîé÷èâà, ò. å. äëÿ âñåõ i ∈ 1, n Reλi(A) < 0 . Òîãäà

âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ v(1)(t) = Av(t) óñòîé÷èâû, v(t) → 0 ïðè t → ∞ .

Ââèäó óðàâíåíèÿ A>H +HA = −I ïîëó÷àåì

d

dt

[
v(t)>Hv(t)

]
= v(t)>

(
A>H +HA

)
v(t) = −v(t)>v(t).

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî:

ˆ ∞
0

d

dt

[
v(t)>Hv(t)

]
dt = lim

t→∞
v(t)>Hv(t)− v(0)>Hv(0) =

= −
ˆ ∞

0

v(t)>v(t)dt.

Ó÷èòûâàÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé ê íóëþ, äëÿ óñòîé÷èâûõ ñèñòåì ïðèõîäèì ê

ñîîòíîøåíèþ

v(0)>Hv(0) =

ˆ ∞
0

v(t)>v(t)dt. (4.23)

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íåîòðèöàòåëüíî è ïðè ëþáûõ íåíóëåâûõ íà-

÷àëüíûõ óñëîâèÿõ v(0) 6= 0 îòëè÷íî îò íóëÿ, ïîýòîìó èíòåãðàë â ïðàâîé

÷àñòè ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, v(0)>Hv(0) > 0 , è ìàòðèöà H ñòðîãî ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåíà.

4. Ïóñòü H � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (4.22) è H > 0 . Ââèäó óòâåð-

æäåíèÿ 15 ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v âûïîëíåíû íåðà-

âåíñòâà

λ1v
>v > v>Hv > λnv

>v > 0.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ V (t)
.
= v(t)>Hv(t) . Äëÿ åå ïðîèçâîäíîé âåðíî

d

dt
V (t) = v(t)>

(
A>H +HA

)
v(t) = −v(t)>v(t) < 0

(ñì. (4.22)). Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî −λ1
d
dtV (t) = λ1v

>v > V (t) è íåðà-

âåíñòâî dV
V 6 − dt

λ1
. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

lnV (t)− lnV (0) 6 − t

λ1
,

ñëåäîâàòåëüíî, V (t)
V (0) 6 e−

t
λ1 è 0 < V (t) 6 V (0)e−

t
λ1 , ïîýòîìó V (t) → 0 ïðè
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t→∞ . Ââèäó ñîîòíîøåíèÿ

V (t) = v>Hv > λnv
>v > 0

ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü v = v(t)→ 0 . Ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå óñëîâèÿ v(0) ïðî-

èçâîëüíû, âñå ðåøåíèÿ v(t) ñõîäÿòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó ìàòðèöà A óñòîé÷è-

âà.

Òåîðåìà Ëÿïóíîâà äàåò åùå îäèí ìåòîä àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ìàòðè÷íîãî

ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ v(1) = Av , îñíîâàííûé íà ðåøå-

íèè H óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà. Âû÷èñëÿåòñÿ ñïåêòð H , è åñëè âñå ñîáñòâåííûå

÷èñëà H ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû, òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå óñòîé÷èâî.

Ñóùåñòâåííî, ÷òî H âñåãäà ìàëî ìåíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ýëåìåí-

òîâ ìàòðèöû A [8], è ñïåêòð H âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì ñïåêòð

A .

Ïðîãðàììà äëÿ ñðåäû Scilab èìååò âèä:

A=[1 2; 2 1] // ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ;

I=eye(A) // åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà;

H=lyap(A,-I,'c') // ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà;

spec(H) // âû÷èñëåíèå ñïåêòðà H;

// åñëè â ñïåêòðå H íåò îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé,

// òî ìàòðèöà A óñòîé÷èâà

4.6 Êîëè÷åñòâåííàÿ ìåðà óñòîé÷èâîñòè

Ðàâåíñòâî v(0)>Hv(0) =
´∞

0 v(t)>v(t)dt (4.23), â êîòîðîì ó÷àñòâóåò ìàòðè-

öà H � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà, äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäëîæèòü äëÿ

óñòîé÷èâîé ñèñòåìû v(1)(t) = Av(t) êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó óñòîé÷èâîñòè. Â

ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.23) ñòîèò èíòåãðàë, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê êâàäðàò íîðìû âåêòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè v(t) íà ïîëóáåñêîíå÷íîì

èíòåðâàëå t > 0 . ×åì ìåíåå óñòîé÷èâî ðåøåíèå v(t) , òåì áîëüøå åãî íîðìà.

Îòòàëêèâàÿñü îò ýòîé èäåè (ñì. ïðåäèñëîâèå â [7]), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
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êîëè÷åñòâåííîìó ïîêàçàòåëþ óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ ñ ìàòðèöåé A :

κ(A)
.
= sup

v(0)6=0

´∞
0 v(t)>v(t)dt

v(0)>v(0)
. (4.24)

Ââèäó ñîîòíîøåíèÿ v(t) = eAtv(0) çíà÷åíèå èíòåãðàëà â ÷èñëèòåëå ïðîïîð-

öèîíàëüíî âåëè÷èíå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû v(0)>v(0) , ïîýòîìó äðîáü â ïðàâîé

÷àñòè çàâèñèò òîëüêî îò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà v(0) . Ñóïðåìóì ïî íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì v(0) ïîçâîëÿåò âûáðàòü íàèìåíåå óñòîé÷èâîå ðåøåíèå, è ÷åðåç ýòî

îõàðàêòåðèçîâàòü óñòîé÷èâîñòü óðàâíåíèÿ â öåëîì.

Ïóñòü ‖ · ‖ îáîçíà÷àåò åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðà:

‖v‖ .=
√
v2

1 + . . .+ v2
n =
√
v>v.

Íîðìó ìàòðèöû îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèåì ‖A‖ .
= supv 6=0

‖Av‖
‖v‖ [6, ñ. 410]. Èç

ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ‖Av‖ 6 ‖A‖‖v‖ .

Óòâåðæäåíèå 16. Äëÿ âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå-

ëåííîé ìàòðèöû H = H> > 0 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

‖H‖ = sup
v 6=0

‖Hv‖
‖v‖

= λ1 = sup
v 6=0

v>Hv

v>v
. (4.25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå íà îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó íå èç-

ìåíÿåò åâêëèäîâîé íîðìû âåêòîðà (‖Px‖ =
√
x>P>Px =

√
x>x = ‖x‖ ),

ïîýòîìó âåðíû ðàâåíñòâà

sup
v 6=0

‖Hv‖
‖v‖

= sup
ϕ=P>v 6=0

‖PΛP>v‖
‖P>v‖

= sup
ϕ6=0

‖Λϕ‖
‖ϕ‖

=

= sup
ϕ6=0

√
ϕ>Λ2ϕ

ϕ>ϕ
= λ1 = sup

v 6=0

v>Hv

v>v
.

(â ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâàõ ïðèìåíåíî óòâåðæäåíèå 15).

Ñëåäñòâèå 5. Ïðè óñëîâèè óñòîé÷èâîñòè ìàòðèöû A âåðíû ðàâåíñòâà

κ(A) = sup
v(0)6=0

´∞
0 v(t)>v(t)dt

v(0)>v(0)
= sup

v(0)6=0

v(0)>Hv(0)

v(0)>v(0)
= ‖H‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé
´∞

0 v(t)>v(t)dt = v(0)>Hv(0)
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(4.23) è ‖H‖ = supv 6=0
v>Hv
v>v

(4.25).

Óïðàæíåíèå 25. ×åìó ðàâåí κ(A) äëÿ íåóñòîé÷èâîé ìàòðèöû A ? (Óêàçà-

íèå: âîñïîëüçóéòåñü îïðåäåëåíèåì (4.24).)

Óïðàæíåíèå 26. Íàéäèòå çíà÷åíèå κ(I) .

Âû÷èñëåíèå ïîêàçàòåëÿ κ(A) â Scilab:

H=lyap(A,-eye(A),'c') // ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà;

spec(H) // âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ðåøåíèÿ;

// åñëè â ñïåêòðå íåò îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé, òî

kappa=norm(H,2)

// â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà A íåóñòîé÷èâà

Óïðàæíåíèå 27. Ïî÷åìó ïîêàçàòåëü κ(A) áîëåå åñòåñòâåííî íàçûâàòü ïî-

êàçàòåëåì íåóñòîé÷èâîñòè?

Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèì ïîêàçàòåëü óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåìû ñ îòðèöàòåëü-

íîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (ðèñ. 4.1). Ïðåäïîëàãàåì a > 0 .

−

+U(s)
W0(s) =

1

a+ s

X(s)

Ðèñ. 4.1: Ñèñòåìà ñ îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû W (s) = X(s)
U(s) = W0(s)

1+W0(s) =
1

(1+a)+s . Ãîäîãðàô Íàéêâèñòà ν(iω) = W0(iω) , ω > 0 åñòü ïîëóîêðóæíîñòü

ðàäèóñà 1
2a ñ öåíòðîì â òî÷êå 1

2a , ðàñïîëîæåííàÿ â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè

(ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ω → 0 è ω →∞ ). Çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî àì-

ïëèòóäå (ñì. ðèñ. 3.8)Ka = ∞ íå çàâèñèò îò a . Çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî ôàçå

ïðè a > 1 íå îïðåäåëåí.

Âû÷èñëèì ïîêàçàòåëü κ(A) . Äèôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàìêíóòîé ñè-

ñòåìû:

x(1)(t) + (1 + a)x(t) = u(t).
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Óñòîé÷èâîñòü îïðåäåëÿåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèì x(1) + (1 + a)x(t) = 0 .

Ìàòðèöà A åñòü ÷èñëî − (1 + a) . Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà H = 1
2(1+a) .

Ïîêàçàòåëü óñòîé÷èâîñòè κ(A) = ‖H‖ = 1
2(1+a) çàâèñèò îò a : ÷åì áîëüøå a ,

òåì áîëåå óñòîé÷èâà ñèñòåìà.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. Ïîñòðîéòå îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé [5, ñ. 107�110, 192�199]
v

(1)
1 = −v1,

v
(1)
2 = v3,

v
(1)
3 = −v2.

(4.26)

2. Äëÿ ñèñòåìû (4.26) âû÷èñëèòå ïîêàçàòåëü óñòîé÷èâîñòè κ(A) .

3. Ïîñòðîéòå â Scilab ðåøåíèå ñèñòåìû (4.26) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(0) =
[

1
0
0

]
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû expm.

4. Èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó (4.11) è ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó, ïîñòðîé-

òå â Scilab ðåøåíèå ñèñòåìû

x(2)(t) + 2x(1)(t) + x(t) = 1, t > 0

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = 1 , x(1)(0) = 0 .

5. Ïîñòðîéòå â Scilab ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû expm

ãðàôèêè èìïóëüñíîé è ïåðåõîäíîé ôóíêöèé ñèñòåìû

v
(1)
1 (t) = −v1(t),

v
(1)
2 (t) = v3(t),

v
(1)
3 (t) = −v2(t) + u(t),

x(t) = v3(t).

(4.27)

6. Ïîëó÷èòå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè W (s) =
X(s)
U(s) ñèñòåìû (4.27).
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7. Èññëåäóéòå, êàê çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà c ∈ [−1; 1] êîëè÷åñòâåí-

íûé ïîêàçàòåëü óñòîé÷èâîñòè κ äëÿ ñèñòåìû
v

(1)
1 = −v1,

v
(1)
2 = cv3,

v
(1)
3 = −v2.

(4.28)

8. Èññëåäóéòå, êàê çàâèñèò îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà K ïîêàçàòåëü óñòîé-

÷èâîñòè κ óðàâíåíèÿ ðåãóëÿòîðà Óàòòà (1.13) èç ïåðâîé ãëàâû. Âðåìÿ

çàäåðæêè ïîëîæèòå τ = 0 .

9. Èññëåäóéòå, êàê çàâèñèò îò çíà÷åíèé äâóõ ïàðàìåòðîâ K, τ ïîêàçàòåëü

óñòîé÷èâîñòè κ óðàâíåíèÿ ðåãóëÿòîðà Óàòòà (1.13) èç ïåðâîé ãëàâû.

10. Èññëåäóéòå, êàê ìåíÿåòñÿ ïîêàçàòåëü óñòîé÷èâîñòè κ ñèñòåìû óïðàâëå-

íèÿ âåëîñèïåäîì èç ðàçäåëà 1.8 ïåðâîé ãëàâû â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè

äâèæåíèÿ V .

11. Èññëåäóéòå çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ óñòîé÷èâîñòè κ îò ìàëîãî ïàðàìåò-

ðà ε ∈ [0, 10−12] äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé v(1)(t) =

Aεv(t) ñ ìàòðèöåé Aε èç ðàçäåëà 4.4.1.



Ãëàâà 5

Äèñêðåòíûå ñèñòåìû

Ñèñòåìà, ïîâåäåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè x(t) : R → R ñ îáëà-

ñòüþ îïðåäåëåíèÿ t > 0 èëè t ∈ T ⊂ R è îáëàñòüþ çíà÷åíèé x(t) ∈ X ⊂ R ,

íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé.

Åñëè âðåìÿ äèñêðåòíîå t ∈ T ⊂ N èëè T ⊂ Z , òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ

äèñêðåòíîé, x(t) : Z→ R .

Åñëè âðåìÿ äèñêðåòíîå t ∈ T ⊂ N èëè T ⊂ Z è îáëàñòü çíà÷åíèé òîæå

äèñêðåòíàÿ x(t) ∈ X ⊂ Z , òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ öèôðîâîé, x(t) : Z→ Z .

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå, ââèäó êîíå÷íîñòè ðàçðÿäíîé ñåòêè, îñíî-

âàíî íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ âñå ñèñòåìû, ïðåäñòàâëåí-

íûå â êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàììàõ, ÿâëÿþòñÿ öèôðîâûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

â ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé T → X ÷èñëîâûìè ìàññèâàìè êîëè÷åñòâî |T | çíà-
÷åíèé àðãóìåíòà, êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâåííî ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà X

äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè. Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíî òîëüêî ðàçðÿäíîñòüþ

ñåòêè êîìïüþòåðà. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî ê óñëîâèÿì êîìïüþòåðíîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ íàèáîëåå áëèçêè èìåííî äèñêðåòíûå ñèñòåìû.

Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà äèñêðåòíûõ ñèñòåì ìîæíî äîïóñòèòü, ÷òî ñè-

ñòåìà íåïðåðûâíà, à ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ âðåìåíè è ïåðåìåííûõ ïî-

ëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîåêöèè íåïðåðûâíûõ ìíîæåñòâ íà óçëû ðàçðÿäíîé

ñåòêè.

Ðÿä ðåçóëüòàòîâ (íàïðèìåð, ïî óñòîé÷èâîñòè) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí íåïî-

ñðåäñòâåííî â ðàìêàõ äèñêðåòíîãî ðàññìîòðåíèÿ. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå âðå-

ìåííûå çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê òî÷êè êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâîãî

ïðîñòðàíñòâà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü áîëåå ïðîñòîé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïà-

97
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ðàò, ÷åì â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî âðåìåíè, êîãäà ïðîñòðàíñòâà èìåþò áåñêîíå÷-

íóþ ðàçìåðíîñòü. Êàê ñëåäñòâèå, ìíîãèå óòâåðæäåíèÿ èç òåîðèè ëèíåéíûõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðîñòî è åñòåñòâåííî ïîëó÷àþòñÿ èìåííî â ðàìêàõ äèñ-

êðåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðèìåðû ïðèâåäåíû â ãëàâå 9.

5.1 Äèñêðåòèçàöèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, îïè-

ñûâàþùèõ äèñêðåòíûå ñèñòåìû. Ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé äèñêðåòíîé ñèñòåìû

èç óðàâíåíèé äëÿ íåïðåðûâíîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ äèñêðåòèçàöèåé. Íà÷íåì

ñî çâåíà èíòåãðèðîâàíèÿ x(t) =
´ t

0 u(τ)dτ (ñì. ðèñ. 5.1).

t

u(t)

u[k − 1]

(k − 1)h

u[k]

kh

x(t) =
´ t
0
u(τ)dτ

Ðèñ. 5.1: Äèñêðåòèçàöèÿ çâåíà èíòåãðèðîâàíèÿ

Âûáåðåì øàã ïî âðåìåíè h . Öåëî÷èñëåííûé âðåìåííîé àðãóìåíò áóäåì

ïèñàòü â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ: x[k − 1]
.
= x((k − 1)h) .

1. Ïðèáëèæåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ôîðìóëå ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïðèâîäèò

ê âûðàæåíèþ x[k]− x[k − 1] = u[k] · h .

2. Ïðèáëèæåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ôîðìóëå òðàïåöèé ïðèâîäèò ê âûðà-

æåíèþ x[k]− x[k − 1] = u[k]+u[k−1]
2 · h .

Ïîìåíÿâ â ýòèõ ôîðìóëàõ ìåñòàìè âõîä è âûõîä, ïîëó÷èì äâà äèñêðåòíûõ

ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ çâåíà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

1) u[k]− u[k − 1] = x[k] · h ⇒

x[k] =
u[k]− u[k − 1]

h
; (5.1)
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2) u[k]− u[k − 1] = x[k]+x[k−1]
2 · h ⇒

x[k] + x[k − 1]

2
=
u[k]− u[k − 1]

h
⇒ x[k] = −x[k−1]+

2

h
(u[k]− u[k − 1]) .

(5.2)

Ôîðìóëó (5.1) åùå íàçûâàþò ôîðìóëîé Ýéëåðà.

<íåîáÿçàòåëüíûé ìàòåðèàë>

Ïðèìåð 6. Äèñêðåòèçóåì ïî ôîðìóëàì (5.1) è (5.2) ñèñòåìó

v(1)(t) = Av(t) (5.3)

ñ öåëüþ ïîëó÷èòü ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå v[k + 1] = Adv[k] . Ïóñòü p[k]
.
=

v(1)(kh) � îòñ÷åòû ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè v(t) . Èç (5.3) èìååì

p[k] = Av[k]. (5.4)

Ïî ôîðìóëå Ýéëåðà (5.1) p[k] = v[k]−v[k−1]
h , òîãäà èç (5.4) ñëåäóåò

v[k] = (I + hA) v[k − 1], Ad = I + hA. (5.5)

Ïî ôîðìóëå òðàïåöèé (5.2) p[k]+p[k−1]
2 = v[k]−v[k−1]

h . Ñ ó÷åòîì (5.4) ïîëó÷àåì

v[k] =
(
I − h

2A
)−1 (

I + h
2A
)
v[k − 1], Ad =

(
I − h

2A
)−1 (

I + h
2A
)
. (5.6)

Ïðîâåðüòå, ÷òî òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ, åñëè â (5.4) ïðîèçâîäíóþ ïîäñòà-

âèòü ïî ôîðìóëå Ýéëåðà, à â ïðàâîé ÷àñòè âìåñòî v[k] èñïîëüçîâàòü ñðåäíåå

çíà÷åíèå v[k]+v[k−1]
2 .

</íåîáÿçàòåëüíûé ìàòåðèàë>

Óòâåðæäåíèå 17. Îøèáêà ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè äèñêðåòíîãî çâåíà äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ôîðìóëå Ýéëåðà èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî âå-

ëè÷èíå |sh| :
W1(s) = s

(
1− 1

2sh+O2

)
.

Îøèáêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ôîðìóëå òðàïåöèé (5.2) èìååò âòîðîé ïîðÿ-

äîê ìàëîñòè ïî âåëè÷èíå |sh| :

W2(s) = s
(

1− 7
12 (sh)2 +O3

)
.
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Çäåñü Ok îáîçíà÷àåò ñëàãàåìîå k -ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè:

Ok ∼ O
(

(sh)k
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ê îáåèì ÷àñòÿì ôîðìóëû Ýéëåðà (5.1) ïðèìåíèì ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ëàïëàñà:

X(s) = 1
h

(
1− e−sh

)
U(s).

Âû÷èñëèì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ:

W1(s) =
X(s)

U(s)
= 1

h

(
1− e−sh

)
= 1

h

(
1−

(
1− sh+ 1

2 (sh)2 +O3

))
=

= 1
h

(
sh− 1

2 (sh)2 +O3

)
= s

(
1− 1

2sh+O2

)
.

2. Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê ôîðìóëå òðàïåöèé (5.2):(
1 + e−sh

)
X(s) = 2

h

(
1− e−sh

)
U(s).

Âû÷èñëèì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå 1
1−x = 1+x+x2 +

. . . :

W2(s) = 2
h ·

1− e−sh

1 + e−sh
= 2

h ·
1−

(
1− sh+ 1

2 (sh)2 − 1
2·3 (sh)3 +O4

)
1 +

(
1− sh+ 1

2 (sh)2 − 1
2·3 (sh)3 +O4

) =

= 1
h ·

sh− 1
2 (sh)2 + 1

2·3 (sh)3 +O4

1− 1
2sh+ 1

4 (sh)2 +O3

= s ·

1− 1
2sh︸ ︷︷ ︸

1−a

+ 1
2·3 (sh)2 +O3

×
×

1 + 1
2sh︸ ︷︷ ︸

1+a

−1
4 (sh)2 −

[
1
2sh−

1
4 (sh)2

]2

+O3

 =

= s ·
(

1− 7
12 (sh)2 +O3

)
.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Çàìåòèì, ÷òî ãëàâíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ èñ÷åçíî-

âåíèå ñëàãàåìûõ ïåðâîé ñòåïåíè ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â âûðàæåíèè âèäà

(1− a) (1 + a) = 1− a2 .
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Äèñêðåòèçàöèÿ ÷åðåç ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó

Ïóñòü äàíà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì v(1)(t) = Av(t) . Èç

ñîîòíîøåíèÿ v(h) = eAhv(0) ñëåäóåò ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

v[k + 1] = Adv[k], Ad
.
= eAh. (5.7)

Äèñêðåòèçàöèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ÷åðåç ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó (5.7) ÿâëÿ-

åòñÿ òî÷íîé.

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó

v(1)(t) = Av(t) +Bu(t).

Èíòåãðèðîâàíèå íà èíòåðâàëå äèñêðåòèçàöèè [0, h] ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

(ñì. (4.9), (1.17))

v(h) = eAhv(0) +

ˆ h

0

eA(h−τ)Bu(τ)dτ.

Òî÷íàÿ äèñêðåòèçàöèÿ çäåñü íåâîçìîæíà, ïîñêîëüêó íåèçâåñòíû çíà÷åíèÿ

u(t) ìåæäó óçëàìè ñåòêè. Ïðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ èíòåðïîëÿöèè ïîëó÷à-

þòñÿ ðàçëè÷íûå ôîðìóëû ïðèáëèæåííîé äèñêðåòèçàöèè.

<Äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë>

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïóñòü u(t) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé.

Òîãäà

v(h) = eAhv(0) +

(ˆ h

0

eA(h−τ)dτ

)
Bu(0). (5.8)

Èíòåãðàë ñâåðòêè âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ðÿä (4.8):

hˆ

0

eA(h−τ)dτ = eAhS(h) =

= eAh
(
I · h− Ah

2

2
+ A2 h

3

2 · 3
− . . .+ An hn+1

(n+ 1)!
(−1)n + . . .

)
.
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Åñëè ìàòðèöà A íåîñîáåííàÿ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÿâíóþ ôîðìóëó (4.8)

S(h) = A−1(I − e−Ah).

Â âûðàæåíèè (5.8) ìîìåíòû âðåìåíè 0, h çàìåíèì íà kh, (k + 1)h . Â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷èì äèñêðåòíóþ ñèñòåìó

v[k + 1] = Adv[k] +Bdu[k],

x[k] = Cv[k] k > 1,

Ad
.
= eAh, Bd

.
= eAhS(h)B.

</Äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë>

Äèñêðåòèçàöèÿ ñðåäñòâàìè Scilab

Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ñèñòåìà èìååò äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ ïåðåäàòî÷íóþ ôóíê-

öèþ W (s) = b(s)
a(s) . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíà ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìà, ò. å. deg a(s) >

deg b(s) . Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ äèñêðåòíóþ ñèñòåìó â íîðìàëüíîé ôîð-

ìå ïåðâîãî ïîðÿäêà {
v[k + 1] = Adv[k] +Bdu[k],

x[k] = Cdv[k].
(5.9)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö Ad, Bd, Cd â ñðåäå Scilab äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä:

s=poly(0,'s');

W(s)=2*s/(s^2+2) // ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

// Ñîçäàíèå çàïèñè íåïðåðûâíîé ñèñòåìû:

Sys=syslin('c',W(s));

h=0.1; // øàã âðåìåííîé ñåòêè

Sysd=dscr(Sys,h)

// Ìàòðèöû A, B, C äèñêðåòíîé ñèñòåìû:

Sysd.A

Sysd.B

Sysd.C
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5.2 Ïîñòðîåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

x[k + n] + αn−1x[k + n− 1] + . . .+ α0x[k] =

= βn−1u[k + n− 1] + . . .+ β0u[k], k ∈ 1, N − n. (5.10)

Îáùåå ðåøåíèå X (ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé) èìååò âèä X = X0 + x1 , ãäå

X0 � îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à x1 � ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (ñì. ðàçäåë 1.2).

Íàéäåì ìíîæåñòâî ðåøåíèé X0 îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

x[k + n] + αn−1x[k + n− 1] + . . .+ α0x[k] = 0. (5.11)

Âûïèøåì ðåøåíèÿ x[k] êàê ôóíêöèè ìîìåíòà âðåìåíè k . Ïîäñòàíîâêà x[k] =

cζk , ãäå c, ζ ∈ C\{0} � íåíóëåâûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êîòîðûå íóæíî íàéòè,

ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

cζk+n + cαn−1ζ
k+n−1 + . . .+ cα0ζ

k = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

ζn + αn−1ζ
n−1 + . . .+ α0

.
= α(ζ) = 0. (5.12)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí α(ζ) èìååò ðîâíî n êîðíåé ζ1, . . . , ζn . Åñëè

âñå êîðíè ðàçëè÷íû, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.13) ñîñòîèò èç ôóíêöèé

x[k] = c1ζ
k
1 + . . .+ cnζ

k
n.

Â ìàòðè÷íîé çàïèñè:
x[1]

x[2]
...

x[N ]


︸ ︷︷ ︸

x

=


ζ1 . . . ζn

ζ2
1 . . . ζ2

n

...
...

ζN1 . . . ζNn


︸ ︷︷ ︸

W


c1

...

cn


︸ ︷︷ ︸

c

, W
.
=

[
ζ1 ... ζn
...

...
ζN1 ... ζNn

]
.
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Ìàòðèöà W ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó Âàíäåðìîíäà

[
ζ1 ... ζn
...

...
ζn1 ... ζnn

]
, îïðåäåëèòåëü êî-

òîðîé íå ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó ñòîëáöû ìàòðèöû W ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî ýòèõ ñòîëáöîâ n , îíè îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòå-

ìó ðåøåíèé, ò. å. ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.13) ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû W : x = Wc .

Ïóñòü òåïåðü ïåðâûé êîðåíü ζ1 èìååò êðàòíîñòü q , ò. å. íàáîð êîðíåé õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà α(ζ) èìååò âèä

ζ1, . . . , ζ1︸ ︷︷ ︸
q

, ζq+1, . . . , ζn.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç ôóíêöèé

x[k] =
(
c1,0 + c1,1k + . . .+ c1,q−1k

q−1
)
ζk1 +

+cq+1ζ
k
q+1 + . . .+ cnζ

k
n. (5.13)

Òàêèì æå îáðàçîì íàõîäèòñÿ îáùåå ðåøåíèå â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ íåñêîëü-

êî êðàòíûõ êîðíåé. Ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé íàïèøèòå ñàìîñòî-

ÿòåëüíî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (5.10). ×òîáû íàéòè ÷àñòíîå ðåøå-

íèå x1[k] , áóäåì èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíûé àíàëîã èíòåãðàëà ñâåðòêè (1.17),

(4.17). ×òîáû óçíàòü, êàê âûãëÿäèò ñâåðòêà â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, çàïèøåì

óðàâíåíèå (5.10) â êàíîíè÷åñêîé íîðìàëüíîé ôîðìå (ñì. (4.11)):
v1

v2

...

vn


︸ ︷︷ ︸
v[k+1]

[k + 1] =


0 . . . 0 −α0

1 . . . 0 −α1

. . .
...

0 . . . 1 −αn−1


︸ ︷︷ ︸

A


v1

v2

...

vn


︸ ︷︷ ︸
v[k]

[k] +


β0

β1

...

βn−1


︸ ︷︷ ︸

B

u[k], (5.14)

x[k] =
[
0 . . . 0 1

]
︸ ︷︷ ︸

C


v1

v2

...

vn

 [k], k ∈ 1, N.
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Îïðåäåëåíèå 12. Ðåøåíèåì ñèñòåìû (5.10) íàçûâàåì ïàðó ñåòî÷íûõ ôóíê-

öèé x =

[
x[1]
...

x[N ]

]
, u =

[
u[1]
...

u[N ]

]
, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (5.10).

Ðåøåíèåì ñèñòåìû (5.14) íàçûâàåì ïàðó ñåòî÷íûõ ôóíêöèé x , u , êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (5.14) ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè âåêòîðà íà÷àëüíûõ

óñëîâèé v[1] ∈ Rn .

Òåîðåìà 9. Âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5.10) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

(5.14), è íàîáîðîò, âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5.14) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-

ñòåìû (5.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6, ïðèäàâ

ñèìâîëó ŝ ñìûñë îïåðàòîðà ñäâèãà âïåðåä : ŝv[k]
.
= v[k + 1] .

Ïîñòðîèì äèñêðåòíóþ èìïóëüñíóþ ôóíêöèþ äëÿ óðàâíåíèÿ (5.14). Ïî-

ñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ óðàâíåíèå (5.14) äëÿ k = 1, 2, . . . , ïîëó÷èì öåïî÷êó

ðàâåíñòâ:

v[2] = Av[1] +Bu[1],

v[3] = A (Av[1] +Bu[1]) +Bu[2] =

= A2v[1] + ABu[1] +Bu[2],

. . . . . . . . .

v[k] = Ak−1v[1] + Ak−2Bu[1] + Ak−3Bu[2] + . . .+Bu[k − 1].

Îòñþäà ïðè v[1] = 0 ñëåäóåò

x[k] = CAk−2Bu[1] + CAk−3Bu[2] + . . .+ CBu[k − 1]. (5.15)

Ýòà ñóììà è åñòü äèñêðåòíàÿ ñâåðòêà âõîäíîãî ñèãíàëà u =

[
u[1]
...

u[k−1]

]
ñ äèñ-

êðåòíîé èìïóëüñíîé ôóíêöèåé w =

[
w[1]
...

w[k−1]

]
.
=

[
CB
CAB
...

CAk−2B

]
. Ïðèìåíÿÿ ðà-

âåíñòâî (5.15) äëÿ êàæäîãî k ∈ 2, N , ïîëó÷èì èñêîìîå ÷àñòíîå ðåøåíèå

x1
.
=

[
x[1]
...

x[N ]

]
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.10).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ðàçíîñòûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå ïåðâîãî
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ïîðÿäêà (5.9). Äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

v[k + 1] = Adv[k] (5.16)

ïîëó÷àåì v[k] = Ak−1
d v[1] , v[1] ∈ Rn . Ñðàâíèâàÿ ñî ñëó÷àåì íåïðåðûâíîãî

âðåìåíè (ðàçäåë 4.1), âèäèì, ÷òî ðîëü ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû èãðàåò ñòåïåí-

íàÿ ôóíêöèÿ ìàòðèöû Ad = eAh (5.7).

Ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.16) â âèäå v[k] = cζk , ãäå c ∈ Cn � âåêòîð

è ζ ∈ C � íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

(ζI − Ad) c = 0 . Íåíóëåâîå ðåøåíèå c 6= 0 âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè

det (ζI − Ad) = 0 . Ýòî åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ðàçíîñòíîé ñèñòå-

ìû (5.16). Åñëè ìàòðèöà Ad èìååò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó (5.14), ìíîãî÷ëåí

det (ζI − Ad) ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì α(ζ) óðàâíåíèÿ

(5.10) (ñì. óòâåðæäåíèå 14). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.16) ñ ó÷å-

òîì êðàòíîñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà α(ζ) = det (ζI − Ad)

èìååò âèä

v[k] =
(
c1,0 + c1,1k + . . .+ c1,q−1k

q−1
)
ζk1 +

+cq+1ζ
k
q+1 + . . .+ cnζ

k
n, (5.17)

x[k] = Cv[k]. (5.18)

Â îòëè÷èå îò ðåøåíèÿ (5.13) óðàâíåíèÿ (5.11), çäåñü ci, cj,k � íå ÷èñëà, à

âåêòîðû.

Èç ôîðìóëû (5.17) ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 18. Ðåøåíèå v[k] îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ v[k + 1] = Adv[k]

îãðàíè÷åíî ïî íîðìå ‖v[k]‖ 6 ckn−1 |ζn|k , ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à ζn

� ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû Ad ñ íàèáîëüøèì ìîäóëåì |ζn| = maxi=1,n |ζi| .

5.3 Óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

Äëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

x[k + n] + αn−1x[k + n− 1] + . . .+ α0x[k] = u[k], k > 1, (5.19)
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óñòîé÷èâîñòü ïî âõîäó îïðåäåëÿåòñÿ êàê è äëÿ ñëó÷àÿ íåïðåðûâíîãî âðåìåíè

(ñðàâíèòå ñ îïðåäåëåíèåì 7):

Îïðåäåëåíèå 13. 1. Ðåøåíèå x[k] óðàâíåíèÿ (5.19) ïðè çàäàííîé íåíóëåâîé

ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè u[k] óñòîé÷èâî, åñëè îíî îãðàíè÷åíî: |x[k]| 6 cx <

∞ . 2. Óðàâíåíèå (5.19) óñòîé÷èâî, åñëè äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé îãðàíè÷åííîé

ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè |u[k]| 6 cu <∞ âñå åãî ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû.

Ñîïîñòàâëÿÿ ôîðìóëû (5.13) è (1.4), ïîëó÷èì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîò-

âåòñòâèå ìåæäó êîðíÿìè ζ, λ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàçíîñòíîãî

è äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèé: ζ = eλh.

Ñîîòíîøåíèå (|ζ| < 1) ⇔ (Reλ < 0) ïðèâîäèò ê äèñêðåòíîìó àíàëîãó

îïðåäåëåíèÿ 8.

Îïðåäåëåíèå 14. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

α(ζ) = αnζ
n + αn−1ζ

n−1 + . . . + α0 íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè âñå åãî

êîðíè ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû: α(ζ) = 0 ⇒ |ζ| < 1 .

Îïðåäåëåíèå 15. Ìàòðèöà Ad ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (5.16) íàçûâàåòñÿ

óñòîé÷èâîé, åñëè óñòîé÷èâ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 14 õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíî-

ãî÷ëåí α(ζ) = det (ζI − Ad) .

Òåîðåìà 10. Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (5.19) óñòîé÷èâî ïî âõîäó òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà óñòîé÷èâ åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.

5.4 Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà

Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

(5.16) ïðèìåíÿåòñÿ äèñêðåòíûé àíàëîã òåîðåìû 8.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü ñïåêòð {ζ1(Ad), . . . , ζn(Ad)} ìàòðèöû Ad íå èìååò

âçàèìíî-îáðàòíûõ òî÷åê: ζi(Ad)ζj(Ad) 6= 1 . È ïóñòü H � ðåøåíèå äèñ-

êðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

A>dHAd −H = −I. (5.20)
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Òîãäà: 1) åñëè ðåøåíèå H ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî;

2) ðåøåíèå ñèììåòðè÷íî H> = H ;

3) óñòîé÷èâîñòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 15 ìàòðèöû Ad âëå÷åò ñóùå-

ñòâîâàíèå ðåøåíèÿ H > 0 , êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ

ðÿäà

H = I + A>dAd + A2>
d A2

d + . . . =
∑
l>0

Al>
d A

l
d > I > 0; (5.21)

4) îáðàòíî, åñëè óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà (5.20) èìååò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîå ðåøåíèå H > 0 , òî ìàòðèöà Ad óñòîé÷èâà â ñìûñëå îïðåäå-

ëåíèÿ 15, ðÿä (5.21) ñõîäèòñÿ, è H =
∑

l>0A
l>
d A

l
d > I .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè (1) íå ïðèâîäèì. Ðàâåí-

ñòâî (2) H> = H ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè óðàâíåíèå

Ëÿïóíîâà ïåðåõîäèò ñàìî â ñåáÿ ñ çàìåíîé H íà H> , è èç åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ.

Äîêàæåì (3). Ïóñòü ìàòðèöà Ad óñòîé÷èâà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 15, ò. å.

äëÿ âñåõ i ∈ 1, n |ζi(A)| < 1 . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ v[k +

1] = Adv[k] ââèäó ñîîòíîøåíèÿ v[l] = Al−1
d v[1] âåðíî ðàâåíñòâî

v[1]>

(∑
l>0

Al>
d A

l
d

)
v[1] =

∑
l>1

v[l]>v[l]. (5.22)

Èç óòâåðæäåíèÿ 18 ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷åíî

ñâåðõó íåðàâåíñòâîì v[l]>v[l] = ‖v[l]‖2 6 cl2n−2 |ζn|2l . Òàê êàê |ζn| < 1 , òî

ðÿä
∑

l>1 v[l]>v[l] ñõîäèòñÿ, à òîãäà ñõîäèòñÿ è ðÿä v[1]>
(∑

l>0A
l>
d A

l
d

)
v[1] .

Çíà÷èò, êîíå÷íà íîðìà ìàòðèöû∥∥∥∥∥∑
l>0

Al>
d A

l
d

∥∥∥∥∥ = sup
v 6=0

v>
(∑

l>0A
l>
d A

l
d

)
v

v>v
.

Òî, ÷òî ñóììà ðÿäà ∑
l>0

Al>
d A

l
d = H (5.23)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà, ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé.

Äîêàæåì (4). Ïóñòü óðàâíåíèå A>dHAd −H = −I èìååò ðåøåíèå H > 0 .
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v âûïîëíåíî

0 < λmin(H)v>v 6 v>Hv 6 λmax(H)v>v,

÷òî ðàâíîñèëüíî

λmin(H)

λmax(H)
v>v 6

1

λmax(H)
v>Hv 6 v>v. (5.24)

Ïóñòü v[k] � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.16). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

V [k]
.
= v[k]>Hv[k] > 0.

Â ñèëó äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

V [k + 1]− V [k] = v[k]>
(
A>dHAd −H

)
v[k] = −v[k]>v[k].

Òîãäà èìååì

0 6 V [k + 1] = V [k]− v[k]>v[k] 6

(
1− 1

λmax(H)

)
V [k]

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ñ ó÷åòîì (5.24)). Èç íåðàâåíñòâà

0 6

(
1− 1

λmax(H)

)
V [k]

ñëåäóåò λmax(H) > 1 , îòêóäà ïîëó÷àåì 0 6
(

1− 1
λmax(H)

)
< 1 . Òîãäà èç

V [k + 1] 6
(

1− 1
λmax(H)

)
V [k] ñëåäóåò limk→∞ V [k] = 0 . Ââèäó H > 0 èç

ñõîäèìîñòè V [k] ê íóëþ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü v[k]→ 0 . Ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ v[1] ïðîèçâîëüíû, âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.16) ñõîäÿòñÿ ê íóëþ,

ïîýòîìó ìàòðèöà Ad óñòîé÷èâà.

Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (5.16) èùåòñÿ ðåøåíèå H äèñêðåòíîãî

óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ(H) ñòðîãî ïîëîæèòåëü-

íû (ò. å. H > 0 ), òî ñèñòåìà óñòîé÷èâà. Ïðîãðàììà äëÿ Scilab:

Ad=[0.8 0.1; 0.2 0.7] // ìàòðèöà ðàçíîñòíîãî óðàâí.;

I=eye(Ad) // åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà;

H=lyap(Ad,-I,'d') // ðåøåíèå äèñêðåòí. óðàâí. Ëÿïóíîâà;
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spec(H) // âû÷èñëåíèå ñïåêòðà;

// åñëè â ñïåêòðå H íåò îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé,

// ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ñ ìàòðèöåé Ad óñòîé÷èâî

Óïðàæíåíèå 28. Íàéäèòå ðåøåíèå H2 óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (5.20) äëÿ ìàò-

ðèöû Ad = 2I . ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðè-

öû H2 ? Ïîêàæèòå, ÷òî H2 íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà (5.21). Óñòîé÷èâà

ëè ìàòðèöà Ad = 2I ? Ïðîâåðüòå óñòîé÷èâîñòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 11,

ïóòåì àíàëèçà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ v[k + 1] = Adv[k] .

5.5 Êîëè÷åñòâåííàÿ ìåðà óñòîé÷èâîñòè äèñêðåòíîé ñè-

ñòåìû

Îïðåäåëèì êîëè÷åñòâåííûé ïîêàçàòåëü óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (5.16):

κd(Ad)
.
= sup

v[1] 6=0

∑
l>1 v[l]>v[l]

v[1]>v[1]
, (5.25)

ãäå v[l] � ðåøåíèå ñèñòåìû (5.16) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè v[1] . Ñóììó â ïðà-

âîé ÷àñòè (5.25) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàäðàò íîðìû ñåòî÷íîé ôóíêöèè

v[l] . ×åì ìåíüøå óñòîé÷èâîñòü, òåì áîëüøå íîðìà. Ïîêàçàòåëü κd ïî ñìûñ-

ëó àíàëîãè÷åí ïîêàçàòåëþ κ (4.24) óñòîé÷èâîñòè íåïðåðûâíûõ ñèñòåì. Åñëè

äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà ïîëó÷åíà èç íåïðåðûâíîé äèñêðåòèçàöèåé Ad = eAh ñ

øàãîì h 6= 1 , òî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïîêàçàòåëü1

κd,h(Ad)
.
= h sup

v[1]6=0

∑
l>1 v[l]>v[l]

v[1]>v[1]
= hκd(Ad).

Îñíîâàíèåì äëÿ òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòå-

ãðàëà â ôîðìóëå äëÿ κ (4.24):

ˆ ∞
0

v(t)>v(t)dt =

ˆ ∞
0

v(0)>
(
eAt
)>

eAtv(0)dt '

'
∑
l>0

v(0)>
(
eAhl

)>
eAhlv(0)h = h

∑
l>1

v[l]>v[l].

1Использовать hκd вместо κd предложил В. Г.Казаков.
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Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî ñîîòâåòñòâèå v(0)
.
= v[1] . Ôîðìóëà ïðèáëè-

æåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ áóäåò òåì áîëåå òî÷íîé, ÷åì ìåíüøå h . Òîãäà â

ïðåäåëå h→ 0 ïîëó÷èì hκd(Ad)→ κ(A) .

Äàëåå ïóñòü h = 1 . Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâîé ñèñòåìû âåðíî ðàâåíñòâî

κd(Ad) = ‖H‖ , ãäå íîðìà ìàòðèöû îïðåäåëåíà, êàê è ðàíåå, ñîîòíîøåíèåì

‖H‖ .
= supv 6=0

‖Hv‖
‖v‖ . Èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî íîðìà ðåøåíèÿ H äèñ-

êðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà ñëóæèò êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé óñòîé÷èâîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèé
∑

l>1 v[l]>v[l] = v[1]>
(∑

l>0A
l>
d A

l
d

)
v[1]

(5.22) è H =
∑

l>0A
l>
d A

l
d (5.23) äëÿ óñòîé÷èâîé ñèñòåìû ñëåäóåò

κd(Ad) = sup
v[1]6=0

v[1]>Hv[1]

v[1]>v[1]
.
= sup

v 6=0

v>Hv

v>v
.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà H ñèììåòðè÷íàÿ è H > 0 , èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (4.25):

κd(Ad) = sup
v 6=0

v>Hv

v>v
= sup

v 6=0

‖Hv‖
‖v‖

= ‖H‖.

Âû÷èñëåíèå ïîêàçàòåëÿ κd(Ad) â Scilab:

H=lyap(Ad,-eye(Ad),'d') //ðåøåíèå äèñêðåòíîãî óðàâí. Ëÿïóíîâà;

spec(H) // âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ðåøåíèÿ;

// åñëè â ñïåêòðå íåò îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé, òî

kappad=norm(H,2)

// â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

// ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ñ ìàòðèöåé Ad íåóñòîé÷èâî

5.6 Ìîäàëüíîå óïðàâëåíèå

Íà ïðèìåðå äèñêðåòíîé ñèñòåìû ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ââåäåì ïîíÿòèå ìîäàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ. Íåñòðîãî ãîâîðÿ, ìîäàëüíîå óïðàâëåíèå îçíà÷àåò íàñòðîéêó

ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ

äîïîëíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â öåïè îáðàòíîé ñâÿçè.

Ìîäàìè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè âèäà ctqeλt , ckqζk ,

îïèñûâàþùèå îäíîðîäíîå äâèæåíèå ñèñòåìû â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî (t) èëè
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äèñêðåòíîãî âðåìåíè [k] . Ìîäàëüíîå óïðàâëåíèå ìîæíî ïîíèìàòü êàê óïðàâ-

ëåíèå ìîäàìè: ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ñâÿçè çàäàåòñÿ æåëàåìîå ðàñïîëîæåíèå

êîðíåé λ è ζ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

u[k]

−
W1

W2

x[k]

y[k]

e[k]

Ðèñ. 5.2: Ñõåìà ìîäàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ïóñòü çâåíî W1 îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

x[k] = a1x[k − 1] + . . .+ anx[k − n] + e[k].

Óñòîé÷èâîñòü W1 îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèåì êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà

a(ζ)
.
= ζn − a1ζ

n−1 − . . .− an

îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íóëå.

Îïðåäåëèì çâåíî W2 óðàâíåíèåì

y[k] = b1x[k − 1] + . . .+ bnx[k − n].

Çàäà÷à ìîäàëüíîãî óïðàâëåíèÿ � ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû b1, . . . , bn çâå-

íà W2 îáðàòíîé ñâÿçè òàê, ÷òîáû çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èìåëà íàïåðåä çàäàííûå

ìîäû äâèæåíèÿ ζ̄k1 , . . . , ζ̄
k
n (íàïðèìåð, óñòîé÷èâûå, ëåæàùèå âíóòðè åäèíè÷-

íîé îêðóæíîñòè).

Ðåøèì ýòó ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó ìîäàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîëó÷èì óðàâíå-

íèå çàìêíóòîé ñèñòåìû ïîäñòàíîâêîé e[k] = u[k]− y[k] :

x[k] = a1x[k − 1] + . . .+ anx[k − n] + u[k]− y[k] =

= (a1 − b1)x[k − 1] + . . .+ (an − bn)x[k − n] + u[k].

Ìîäû äâèæåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïîëîæåíèåì êîðíåé
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õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

ā(ζ)
.
= ζn − (a1 − b1) ζ

n−1 − . . .− (an − bn) an.

Èñêîìûå êîýôôèöèåíòû b1, . . . , bn âû÷èñëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ

ā(ζ) =
(
ζ − ζ̄1

)
. . .
(
ζ − ζ̄n

)
.

Ìîäàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû â íîðìàëüíîé ôîð-

ìå ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü çâåíüÿ W1,W2 ñèñòåìû íà ðèñóíêå 5.2 îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè â

íîðìàëüíîé ôîðìå ïåðâîãî ïîðÿäêà:{
v[k + 1] = Av[k] +Be[k],

x[k] = Cv[k],
v ∈ Rn, x ∈ Rq

y[k] = Kx[k], u, e, y ∈ Rm, k > 1,

A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rq×n, K ∈ Rm×n.

Äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

v[k + 1] = Av[k] +Bu[k]−BKx[k] = (A−BKC) v[k] +Bu[k]

ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì

ā(ζ) = det (ζI − A+BKC) .

Çàäà÷à ìîäàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæåò ñîñòîÿòü â ïîèñêå ìàòðèöû K òàêîé,

÷òîáû ìíîãî÷ëåí ā(ζ) èìåë íàïåðåä çàäàííîå ðàñïîëîæåíèå êîðíåé. Ñóùå-

ñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è çàâèñèò îò ìàòðèö A,B,C .

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. Äëÿ îäíîðîäíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ñ óêàçàííûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêè-

ìè ìíîãî÷ëåíàìè îïèøèòå êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ãðàôèêîâ
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ðåøåíèé:

à) α(ζ) = (ζ − 1,1)(ζ − 0,9); á) α(ζ) = ζ2 − 1,8ζ + 1,1.

2. Íàéäèòå îáùåå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé:

à) x[k + 2]− 1,1x[k + 1] + 0,3x[k] = 0;

á) x[k + 2]− 1,1x[k + 1] + 0,3x[k] = 1.

3. Ïðîâåðüòå óñòîé÷èâîñòü äèñêðåòíîé ñèñòåìû

x[k + 2]− x[k + 1] + x[k] = u[k].

4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè, íàõîäÿùåãîñÿ íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè.

5. Íàéäèòå îáùåå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé: x1[k + 1] = x1[k] + x2[k],

x2[k + 1] = 1
2x1[k] + x2[k].

6. Äëÿ îáúåêòà, îïèñûâàåìîãî ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

x[k] = 1,8x[k − 1]− 1,1x[k − 2] + u[k],

ïîñòðîéòå îáðàòíóþ ñâÿçü óêàçàíèåì êîýôôèöèåíòîâ k1,2

u[k] = −k1x[k − 1]− k2x[k − 2]

òàê, ÷òîáû çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èìåëà ñîáñòâåííûå äâèæåíèÿ:

(a) ñ äâóìÿ óñòîé÷èâûìè ýêñïîíåíöèàëüíûìè ìîäàìè;

(b) â âèäå êîëåáàíèé ñ ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùåé àìïëèòóäîé.
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7. Ñðàâíèòå ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè äâóõ ñèñòåì ïî âåëè÷èíå κd :

à)

 x1[k + 1] = 0,5x1[k] + 0,1x2[k],

x2[k + 1] = 0,1x1[k] + 0,5x2[k];

á)

 x1[k + 1] = 0,4x1[k] + 0,2x2[k],

x2[k + 1] = 0,2x1[k] + 0,4x2[k].

8. Äëÿ ñèñòåìû èç çàäà÷è 6 èññëåäóéòå çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ óñòîé÷èâî-

ñòè κd îò âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ k1,2 .
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Ãëàâà 6

Âîïðîñû àëãåáðû ëèíåéíûõ ñèñòåì

Â ýòîé ãëàâå èçó÷èì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ äèñêðåòíûìè ñèñòåìàìè

â íîðìàëüíîé ôîðìå ïåðâîãî ïîðÿäêà{
v[k + 1] = Av[k] +Bu[k],

x[k] = Cv[k],
k ∈ 1, N, (6.1)

A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×1, C ∈ R1×n.

Îòîæäåñòâèì ñèñòåìó ñ òðîéêîé ìàòðèö (A,B,C) . Âåêòîð v[k] ∈ Rn íà-

çûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû. Ïðîñòðàíñòâî Rn èãðàåò ðîëü ïðîñòðàíñòâà

ñîñòîÿíèé. Çíà÷åíèå âåêòîðà v[k] â íåêîòîðûé ìîìåíò k0 ïðè çàäàííîé

ôóíêöèè âõîäà u[k] ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ïîñëåäó-

þùèå ìîìåíòû âðåìåíè k > k0 .

Îïðåäåëåíèå. Ñîñòîÿíèå v ∈ Rn ñèñòåìû (A,B,C) íàçûâàåòñÿ óïðàâëÿå-

ìûì, åñëè ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå u =

[
u[1]
...

u[n]

]
, ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó èç ñîñòî-

ÿíèÿ v[1] = v â íóëåâîå ñîñòîÿíèå v[n+1] = 0 . Ñèñòåìà (A,B,C) íàçûâàåò-

ñÿ óïðàâëÿåìîé, åñëè óïðàâëÿåìû âñå ñîñòîÿíèÿ v ∈ Rn . Ñîñòîÿíèå v ∈ Rn

ñèñòåìû (A,B,C) íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå

u =

[
u[1]
...

u[n]

]
, ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó èç íóëÿ v[1] = 0 â ñîñòîÿíèå v[n + 1] = v .

Ñèñòåìà (A,B,C) íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìîé, åñëè äîñòèæèìû âñå ñîñòîÿíèÿ

v ∈ Rn .

Óòâåðæäåíèå 19. Ïóñòü ëèíåéíî-íåçàâèñèìû ñòîëáöû ìàòðèöû óïðàâëÿå-

117
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ìîñòè S :

rank
[
An−1B An−2B . . . B

]
︸ ︷︷ ︸

S

= n. (6.2)

Òîãäà ñèñòåìà (A,B,C) óïðàâëÿåìà. Åñëè detA 6= 0 , òî óñëîâèå (6.2) ñòà-

íîâèòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì, íî è íåîáõîäèìûì äëÿ óïðàâëÿåìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óðàâíåíèÿ v[k+1] = Av[k]+Bu[k] ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

v[n+ 1] = Anv[1] + An−1Bu[1] + An−2Bu[2] + . . .+Bu[n] = (6.3)

= Anv[1] + Su.

Óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ v[1]

ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå u òàêîå, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî 0 = Anv[1] +Su. Ïóñòü

âûïîëíåíî (6.2), òîãäà ìàòðèöà S îáðàòèìà è u = −S−1Anv[1] . Äîñòàòî÷-

íîñòü äîêàçàíà. Åñëè detA 6= 0 , òî ïðîèçâîëüíîñòü v[1] îçíà÷àåò ïðîèçâîëü-

íîñòü Anv[1] , à äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ 0 = Anv[1] + Su ïðè ïðîèç-

âîëüíûõ Anv[1] íåîáõîäèìà ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû S ,

ò. å. rankS = n .

Óïðàæíåíèå 29. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà (A,B,C) äîñòèæèìà òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ëèíåéíî-íåçàâèñèìû ñòðîêè ìàòðèöû S , â òîì ÷èñëå è äëÿ

îñîáåííûõ ìàòðèö detA = 0 .

Îïðåäåëåíèå. Ñîñòîÿíèå v ∈ Rn ñèñòåìû (A,B,C) íàçûâàåòñÿ íàáëþ-

äàåìûì, åñëè îíî âû÷èñëèìî ïî íàáëþäåíèþ âûõîäà x =

[
x[1]
...

x[n]

]
è âõîäà

u =

[
u[1]
...

u[n]

]
ñèñòåìû ïðè äâèæåíèè èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ v[1] = v . Ñè-

ñòåìà (A,B,C) íàçûâàåòñÿ íàáëþäàåìîé, åñëè íàáëþäàåìû âñå ñîñòîÿíèÿ

v ∈ Rn .

Óòâåðæäåíèå 20. Ñèñòåìà (A,B,C) íàáëþäàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà



119

ëèíåéíî-íåçàâèñèìû ñòîëáöû ìàòðèöû íàáëþäàåìîñòè H0 :

rank


C

CA
...

CAn−1


︸ ︷︷ ︸

H0

= n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ðàíåå â (6.3), ìîæåì íàïèñàòü

x[k] = Cv[k] = CAk−1v[1] + CAk−2Bu[1] + . . .+ CBu[k − 1], k = 1, n.

Èëè â ìàòðè÷íîì âèäå


x[1]
...

x[n]


︸ ︷︷ ︸

x

=


C

CA
...

CAn−1


︸ ︷︷ ︸

H0

v[1] +


0 0

CB 0
...

. . .
. . .

CAn−2B . . . CB 0


︸ ︷︷ ︸

H1

[
u[1]
...

u[n]

]
︸ ︷︷ ︸

u

.

Ýòî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî x − H1u = H0v[1] . Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âåêòîð v[1]

îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ïî âåêòîðó x − H1u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñòîëáöû ìàòðèöû H0 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò. å. rankH0 = n . Óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî.

Óïðàæíåíèå 30. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ñ ìàòðèöàìè (A,B, ∗1) äîñòèæè-

ìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáëþäàåìà ñèñòåìà
(
A>, ∗2, B

>) . È íàîáîðîò,

ñèñòåìà ñ ìàòðèöàìè (A, ∗3, C) íàáëþäàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äî-

ñòèæèìà ñèñòåìà
(
A>, C>, ∗4

)
. (Çâåçäî÷êè ∗1÷4 îáîçíà÷àþò ïðîèçâîëüíûå

ìàòðèöû ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà.) Åñëè detA 6= 0 , òî âìåñòî äîñòèæèìîñòè

ìîæíî ãîâîðèòü îá óïðàâëÿåìîñòè.

Ôàêòû, ïåðå÷èñëåííûå â óïðàæíåíèè 30, ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü, ÷òî ïîíÿòèÿ

óïðàâëÿåìîñòè è äîñòèæèìîñòè (íàáëþäàåìîñòè) äóàëüíû.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ðàâíîñèëüíîñòè äâóõ ñèñòåì W è W ′ , çàäàííûõ
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òðîéêàìè ìàòðèö (A,B,C) è (A′, B′, C ′) :

W :

{
v[k + 1] = Av[k] +Bu[k],

x[k] = Cv[k];

W ′ :

{
v′[k + 1] = A′v′[k] +B′u[k],

x′[k] = C ′v′[k],
k ∈ 1, N.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ó îáåèõ ñèñòåì âõîäíîé ñèãíàë îäèíàêîâ.

u[k]
W

W ′

x[k]

x′[k]

Ðèñ. 6.1: Ê îïðåäåëåíèþ ðàâíîñèëüíûõ ñèñòåì

Îïðåäåëåíèå 16. Ñèñòåìû W è W ′ íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè (ïî âõîäó-

âûõîäó), åñëè äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî ñèãíàëà u =

[
u[1]
...

u[N ]

]
è ëþáûõ íà÷àëüíûõ

óñëîâèé v[1] ñèñòåìû W ñóùåñòâóþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ v′[1] ñèñòåìû W ′

òàêèå, ÷òî âûõîäû îáåèõ ñèñòåì ñîâïàäàþò: x′ =

[
x′[1]
...

x′[N ]

]
=

[
x[1]
...

x[N ]

]
= x �

è íàîáîðîò, äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé v′[1] ñèñòåìû W ′ ñóùåñòâóþò

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ v[1] ñèñòåìû W òàêèå, ÷òî x = x′ .

Ðàâíîñèëüíîñòü ñèñòåì W è W ′ áóäåì îáîçíà÷àòü W ∼ W ′ .

Ïðèìåð 7. Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû

W :


v[k + 1] =

[
ε 0

0 α

]
v[k] +

[
γ

β

]
u[k],

x[k] =
[
0 ϕ

]
v[k],

, v[k] ∈ R2;

W ′ :

{
v′[k + 1] = αv′[k] + βu[k],

x′[k] = ϕv′[k],
, v′[k] ∈ R1, k ∈ 1, N.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ó W è W ′ ðàçëè÷íû ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ñî-

ñòîÿíèé: n = 2 è n′ = 1 . Òåì íå ìåíåå ýòè ñèñòåìû ðàâíîñèëüíû. Äåéñòâè-

òåëüíî, äëÿ v[k] =
[
v1[k]
v2[k]

]
ñëåäóåò âçÿòü v′[k] = v2[k] . Òîãäà ïðè v′[0] = v2[0]
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âûõîäû ñèñòåì òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþò x′[k] = x[k] äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé

âõîäà u[k] .

Ýòîò ïðèìåð ïîäâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 17. Ñðåäè âñåõ ñèñòåì W ′ , ðàâíîñèëüíûõ äàííîé ñèñòåìå W ,

âûäåëÿþòñÿ ñèñòåìû ñ íàèìåíüøåé ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé

n′ = nmin(W ) . Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ìèíèìàëüíûìè.

Îäíîé èç öåëåé äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ îïèñàòü âñå ìèíèìàëüíûå ñèñòåìû,

ðàâíîñèëüíûå äàííîé ñèñòåìå W , è óêàçàòü ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà

âñåõ ìèíèìàëüíûõ ñèñòåì.

Íà ïðàêòèêå ðàçìåðíîñòè n ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé ìîãóò äîñòèãàòü äå-

ñÿòêîâ òûñÿ÷. Ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàöèè ýëåêòðè÷åñêèõ ñõåì èç ïðî-

ñòûõ ýëåìåíòîâ (ñîïðîòèâëåíèé, êîíäåíñàòîðîâ, èíäóêòèâíîñòåé, ëèíåéíûõ

óñèëèòåëåé). Òàêèå óñòðîéñòâà ïðè ìàëûõ òîêàõ è íàïðÿæåíèÿõ îïèñûâàþò-

ñÿ ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

ñîñòîÿíèé çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà óçëîâ ñõåìû. Íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîé ðàâ-

íîñèëüíîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ìíîãîêðàòíî óìåíüøèòü âðåìÿ íàñòðîéêè, åñëè

ðàññìàòðèâàåòñÿ, íàïðèìåð, áëîê â êàñêàäíîì ðåãóëÿòîðå.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ñèñòåìû (A,B,C) íàçûâàåòñÿ çà-

ìåíà ìàòðèö

(A,B,C) → (A′, B′, C ′) ,

A′ = TAT−1, B′ = TB, (6.4)

C ′ = CT−1, detT 6= 0.

Ñèñòåìû, ñâÿçàííûå ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ, íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè.

Óòâåðæäåíèå 21. Ïîäîáíûå ñèñòåìû ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ñîîò-

âåòñòâóåò íåâûðîæäåííîé çàìåíå ïåðåìåííûõ v′ = Tv ∈ Rn â ïðîñòðàíñòâå

ñîñòîÿíèé. Ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ïîäñòàíîâêà v = T−1v′ èçìåíÿåò

ìàòðèöû ñèñòåìû è íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, íî íå èçìåíÿåò âûõîä ñèñòåìû.
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Óòâåðæäåíèå 22. Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ íå èçìåíÿåò ñâîéñòâ äîñòèæèìî-

ñòè (óïðàâëÿåìîñòè) è íàáëþäàåìîñòè è íå èçìåíÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 19 è 20 (ïðîâåðüòå).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î äåêîìïîçèöèè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé çàíèìàåò

öåíòðàëüíîå ìåñòî â òåîðèè ëèíåéíûõ ñèñòåì. Ïðèâåäåì åå áåç äîêàçàòåëü-

ñòâà.

Òåîðåìà 12. (Ð.Êàëìàí, 1961 ). Ëþáàÿ ñèñòåìà (A,B,C)
.
= W ïðåîáðàçî-

âàíèåì ïîäîáèÿ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó

(A,B,C) ∼ (A#, B#, C#) ,

A#
.
=


A11 A12 A13 A14

0 A22 0 A24

0 0 A33 A34

0 0 0 A44

 , B#
.
=


B1

B2

0

0

 ,
C#

.
=

[
0 C2 0 C4

]
.

Ïðè ýòîì ìàòðèöû (A#, B#, C#) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Ïîäñèñòåìà
([

A11 A12
0 A22

]
,
[
B1
B2

]
, [ 0 C2 ]

) .
= Wупр óïðàâëÿåìà.

2. Ïîäñèñòåìà
([

A22 A24
0 A44

]
,
[
B2
0

]
, [ C2 C4 ]

) .
= Wнабл íàáëþäàåìà.

3. Ñèñòåìà W ðàâíîñèëüíà ïîäñèñòåìå Wнабл .

4. Ïîäñèñòåìà Wнабл ìèíèìàëüíà, è âñå ìèíèìàëüíûå ðàâíîñèëüíûå W

ñèñòåìû ïîäîáíû Wнабл .

Ñëåäñòâèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîé ðàâíîñèëüíîé W ñèñòåìû íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî íàéòè ïîäñèñòåìó Wнабл .

Âû÷èñëåíèå íàáëþäàåìûõ è óïðàâëÿåìûõ ïîäñèñòåì â Scilab:

A=[1,1;0,2] // ìàòðèöû ñèñòåìû 1

B=[1;0] //

C=[1,1] //

sl1=syslin('c',A,B,C) // ñîçäàíèå çàïèñè ñèñòåìû 1

slc=contrss(sl1) // âû÷èñëåíèå óïðàâë. ïîäñèñòåìû äëÿ 1
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slc.A

slc.B

slc.C // ìàòðèöû (A,B,C) óïðàâë. ïîäñèñòåìû

//

A=A'; // ìàòðèöû ñèñòåìû 2

B=[1;1] //

C=[1,0] //

sl2=syslin('c',A,B,C) // ñîçäàíèå çàïèñè ñèñòåìû 2

slo=obsvss(sl2) // âû÷èñëåíèå íàáëþä. ïîäñèñòåìû äëÿ 2

slo.A

slo.B

slo.C // ìàòðèöû (A,B,C) íàáë. ïîäñèñòåìû

Ïðèâåäåíèå íàáëþäàåìîé ñèñòåìû â êàíîíè÷åñêóþ

ôîðìó

Óñòàíîâèì ñâÿçü íîðìàëüíîé ôîðìû (A,B,C) (6.1) ñ êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé

(AF , BF , CF ) (5.14) è òåì ñàìûì ñ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì (5.10) áåç ïåðå-

ìåííûõ ñîñòîÿíèÿ.

Òåîðåìà 13. Ëþáàÿ íàáëþäàåìàÿ ñèñòåìà (A,B,C) ïîäîáíà íåêîòîðîé ñè-

ñòåìå â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå (5.14):

TAT−1 = AF
.
=


0 . . . 0 −α0

1 . . . 0 −α1

. . .
...

0 . . . 1 −αn−1

 , TB = BF
.
=


β0

β1

...

βn−1

 ,
CT−1 = CF

.
=
[
0 . . . 0 1

]
. (6.5)

Çäåñü αi � êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A

det (ζI − A) = ζn + αn−1ζ
n−1 + . . .+ α0.

Îáðàòíî, âñÿêàÿ ñèñòåìà âèäà (6.5) íàáëþäàåìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîñòðîèì ìàòðèöó T . Îáîçíà÷èì T
.
=

[
t1
...
tn

]
, ãäå ti �

ñòðîêè. Èç ðàâåíñòâà CF = [0 . . . 01] = CT−1 ñëåäóåò [0 . . . 01]

[
t1
...
tn

]
= C , ò. å.

tn = C. (6.6)

Èç ðàâåíñòâà AFT = TA èìååì
0 . . . 0 −α0

1 . . . 0 −α1

. . .
...

0 . . . 1 −αn−1




t1

t2
...

tn

 =


t1

t2
...

tn

A.

Íà÷èíàÿ ñ íèæíåé ñòðîêè, ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

tn−1 − αn−1tn = tnA ⇒ tn−1 = CA+ αn−1C, (6.7)

tn−2 − αn−2tn = tn−1A ⇒ tn−2 = tn−1A+ αn−2C, (6.8)

. . . . . . . . .

t1 − α1tn = t2A ⇒ t1 = t2A+ α1C, (6.9)

−α0tn = t1A. (6.10)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ ñòðîê ti íóæíî äî âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû AF çíàòü êî-

ýôôèöèåíòû αi . Â ãëàâå 4 (óòâåðæäåíèå 14) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî αi ÿâëÿþòñÿ

êîýôôèöèåíòàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû AF , à çíà÷èò, è

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A ââèäó ðàâåíñòâ

det (ζI − AF ) = det
(
ζI − T−1AT

)
= detT−1 det (ζI − A) detT =

= det (ζI − A) .

2. Íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàòðèöà T íåîñîáåííàÿ. Èç óðàâíåíèé (6.6)�(6.9)

ïîëó÷àåì ñèñòåìó



125



tn = C,

tn−1 = CA+ αn−1C,

. . . . . .

t1 = CAn−1 + αn−1CA
n−2 + . . .+ α1C.

Çàïèøåì åå â ìàòðè÷íîì âèäå:

T =


t1

t2
...

tn

 =



1 αn−1 αn−2 . . . α1

1 αn−1 . . . α2

. . .
. . .

...

1 αn−1

0 1


︸ ︷︷ ︸

P



CAn−1

CAn−2

...

CA

C


︸ ︷︷ ︸

H0

.
= PH0.

Ââèäó íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (A,B,C) ìàòðèöà H0 íåîñîáåííàÿ. Òàêæå

íåîñîáåííà ìàòðèöà P , ïîñêîëüêó åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí åäèíèöå, ñëåäîâà-

òåëüíî, íåîñîáåííà ìàòðèöà T = PH0 .

3. Íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû (AF , BF , CF ) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åå ìàòðèöà

íàáëþäàåìîñòè èìååò âèä

H0 =


CF

CFAF

...

CFA
n−1
F

 =


0 1

. .
.

1 ∗


(ñ íóëÿìè âûøå ïîïåðå÷íîé äèàãîíàëè), òî åñòü íåîñîáåííàÿ. Òåîðåìà äîêà-

çàíà.
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. Óêàæèòå çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ α, β , ïðè êîòîðûõ óïðàâëÿåìà ñèñòåìà
v1[k + 1] = v2[k] + αu1[k],

v2[k + 1] = v1[k] + βu2[k].

x[k] = v1[k].

2. Óêàæèòå çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ α, β , ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåìà ñèñòåìà
v1[k + 1] = u[k],

v2[k + 1] = v1[k],

x[k] = αv1[k] + βv2[k].

3. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå çàäàíèå, ïðèâåäèòå ïðèìåð íåíàáëþäàåìîé ñè-

ñòåìû è óêàæèòå ðàâíîñèëüíóþ åé ìèíèìàëüíóþ ñèñòåìó.

4. Çàïèøèòå íèæåñëåäóþùóþ ñèñòåìó â êàíîíè÷åñêîé íîðìàëüíîé ôîðìå:
v1[k + 1] = v1[k] + 2v2[k] + u[k],

v2[k + 1] = 3v1[k] + 4v2[k],

x[k] = v2[k].

5. Äëÿ ñèñòåìû èç ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ íàïèøèòå ðàâíîñèëüíîå ðàçíîñò-

íîå óðàâíåíèå âèäà (5.10), èñêëþ÷èâ ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ v1,2[k] .

6. Ïðîâåðüòå ñèñòåìó èç ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü.



Ãëàâà 7

Íåëèíåéíûå ñèñòåìû

7.1 Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó x(·) = Ŵ [u(·)] , îïèñûâàåìóþ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì

x(1)(t) = F (x(t), u(t)) , t > 0 . Çäåñü x(t) óæå íå âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíê-

öèÿ, à âåêòîð x(t) ∈ Rn , ïîäîáíûé âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ v(t) èç 4-é ãëàâû. Ïðè

íóëåâîì âõîäíîì âîçäåéñòâèè u(t) ≡ 0 ñîáñòâåííîå äâèæåíèå ñèñòåìû áóäåò

îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì

x(1)(t) = F (x(t), 0)
.
= f(x(t)). (7.1)

Ïàðàìåòðè÷åñêèå êðèâûå t 7→ x(t) â ïðîñòðàíñòâå Rn , ïîñòðîåííûå ïî óðàâ-

íåíèþ (7.1), íàçûâàþòñÿ ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè, à âñ¼ ïðîñòðàíñòâî Rn �

ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Çàìåòèì, ÷òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè íå ìîãóò ïåðå-

ñåêàòüñÿ ïîä óãëîì, îòëè÷íûì îò íóëÿ (åñëè óãîë ïåðåñå÷åíèÿ ðàâåí íóëþ,

òî ãîâîðÿò, ÷òî òðàåêòîðèè ñëèïàþòñÿ). Ïåðåñå÷åíèå ïîä íåíóëåâûì óãëîì

îçíà÷àëî áû, ÷òî â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ âåêòîð ñêîðîñòè x(1) èìååò äâà ðàçíûõ

çíà÷åíèÿ, ÷òî íåâîçìîæíî ââèäó ðàâåíñòâà x(1) = f(x) .

Òî÷êè x ∈ Rn , îïðåäåëÿåìûå óñëîâèåì f(x) = 0 , íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè

ðàâíîâåñèÿ, èëè òî÷êàìè ïîêîÿ. Èç óðàâíåíèÿ x(1)(t) = f(x) âèäèì, ÷òî âåê-

òîð ñêîðîñòè x(1)(t) âäîëü ôàçîâîé êðèâîé â òî÷êàõ ðàâíîâåñèÿ îáðàùàåòñÿ

â íîëü.

Ïóñòü a ∈ Rn � òî÷êà ðàâíîâåñèÿ, f(a) = 0 . Çàìåíèì ôóíêöèþ f(x)

íà ôóíêöèþ g(x) = f(x + a) . Ó ñèñòåìû x(1) = g(x) òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ. Êàðòèíà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé (ôàçîâûé ïîðòðåò) äëÿ ñè-
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ñòåìû x(1) = g(x) ïîëó÷àåòñÿ èç ôàçîâîãî ïîðòðåòà äëÿ ñèñòåìû x(1) = f(x)

ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð −a . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè èññëåäîâàíèè

òî÷êè ðàâíîâåñèÿ âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ðàñïîëîæåíà â íóëå.

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ôàçîâàÿ ïëîñ-

êîñòü. Òàê íàçûâàåòñÿ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ n = 2 è ñïåöèàëüíûìè êîîð-

äèíàòàìè
[
x1(t)
x2(t)

]
=
[

y(t)

y(1)(t)

]
.

Ñâîéñòâà òðàåêòîðèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè:

1) ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà t òî÷êà íà ôàçîâîé òðàåêòîðèè äâèæåòñÿ â

âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (x2 > 0 ) ñëåâà íàïðàâî, à â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè

(x2 < 0 ) ñïðàâà íàëåâî;

2) ïåðåñå÷åíèå ñ îñüþ àáñöèññ (x2 = 0 ) âñåãäà ïðîèñõîäèò ïîä ïðÿìûì

óãëîì.

Óïðàæíåíèå 31. Äîêàæèòå ñâîéñòâà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé.

7.2 Óñòîé÷èâîñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ

Îïðåäåëåíèå 18. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ∈ Rn ñèñòåìû x(1) = f(x)

íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâó-

åò δ > 0 òàêîå, ÷òî èç óñëîâèÿ ‖x(0)‖ < δ ñëåäóåò ‖x(t)‖ < ε ïðè âñåõ

t > 0 . Äðóãèìè ñëîâàìè, âñåãäà ìîæíî óêàçàòü òàêóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè

ðàâíîâåñèÿ, ÷òî âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè,

óäàëÿþòñÿ îò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ íå áîëåå çàäàííîé âåëè÷èíû.

Çàìåòèì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó íå ïðåäïîëàãàåò âîçâðàùåíèÿ ñ

ðîñòîì âðåìåíè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â òî÷êó ðàâíîâåñèÿ.

Îïðåäåëåíèå 19. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ∈ Rn ñèñòåìû x(1) = f(x)

íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì (ïî Ëÿïóíîâó), åñëè 1) îíî óñòîé-

÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è 2) ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî èç óñëîâèÿ ‖x(0)‖ < δ

ñëåäóåò x(t) → 0 ïðè t → ∞ . Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñò-

íîñòü òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, ÷òî âñå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ èç ýòîé îêðåñò-

íîñòè, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå ðàâíîâåñèÿ.

Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, èç àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò óñòîé-

÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó, íî íå íàîáîðîò.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ñâåñòè èñ-

ñëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû x(1) = f(x)

ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ x(1) = Ax , A
.
=

∂f
∂x

∣∣∣
x=0

.

Òåîðåìà 14. (À.Ì.Ëÿïóíîâ, 1892 ). Ïóñòü f(0) = 0 è ôóíêöèÿ f(x) äî-

ïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà â íóëåâîé òî÷êå: f(x) = Ax+ f1(x) , ãäå

f1(x) = o(||x||) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí, limx→0
‖f1(x)‖
‖x‖ = 0 . Âåðíû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè ìàòðèöà A ãóðâèöåâà (óñòîé÷èâà) (ò. å. èç ðàâåíñòâà det (λI − A) =

0 ñëåäóåò Reλ < 0 ), òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ëèíåéíîé ñèñòåìû

x(1) = Ax àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî è ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 íåëè-

íåéíîé ñèñòåìû x(1) = f(x) òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

2. Åñëè ìàòðèöà A íåóñòîé÷èâà (ò. å. õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

det (λI − A) èìååò êîðåíü â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Reλ > 0 ), òî ëèíåéíîå

ïðèáëèæåíèå íåóñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó (çíà÷èò, è àñìïòîòè÷åñè íåóñòîé-

÷èâî) è ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 íåëèíåéíîé ñèñòåìû x(1) = f(x) òàê-

æå íåóñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

3. Åñëè ìàòðèöà A ¾ðàñïîëîæåíà¿ íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè (ò. å. õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí det (λI − A) èìååò êîðíè â ëåâîé ïîëóïëîñ-

êîñòè Reλ 6 0 è õîòÿ áû îäèí êîðåíü íà ìíèìîé îñè Reλ = 0 ), òî îá

óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 íåëèíåéíîé ñèñòåìû x(1) =

f(x) íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû íå ïðèâîäèì. Ïî ïîâîäó åå òðåòüåãî

óòâåðæäåíèÿ ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ÷èñòî ìíèìîãî êîðíÿ det (λI − A)

óñòîé÷èâîñòü òî÷êè ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ

îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì f1 . Ñëàãàåìîå f1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëîå âîçìó-

ùåíèå, êîòîðîå ¾ñìåùàåò¿ êîðåíü âïðàâî èëè âëåâî ñ ìíèìîé îñè � ãðàíèöû

óñòîé÷èâîñòè.

<äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë>

Ïðèìåð 8. Èññëåäóåì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

(ðèñ. 7.1).
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T

mg

α

l

Ðèñ. 7.1: Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê

Óðàâíåíèå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà: Iα(2) = Mβ + Mmg , ãäå

α(2) � âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè óãëà α = α(t) îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà,

I = ml2 � ìîìåíò èíåðöèè, Mβ
.
= −βα(1)l � ìîìåíò ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ,

Mmg
.
= −mgl sinα � ïîâîðà÷èâàþùèé ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè mg . Ïîñëå ïîä-

ñòàíîâêè è äåëåíèÿ íà I 6= 0 óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèìåò âèä

α(2) = − β

ml
α(1) − g

l
sinα.

Âûáåðåì êîîðäèíàòû íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè:
[
x1(t)
x2(t)

]
=
[

α(t)

α(1)(t)

]
. Óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:x
(1)
1 = x2,

x
(1)
2 = −g

l sinx1 − β
mlx2.

Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè

f(x) =

[
f1(x1, x2)

f2(x1, x2)

]
=

[
x2

−g
l sinx1 − β

mlx2

]
.

Âû÷èñëèì òî÷êè ðàâíîâåñèÿ f(x) = 0 :[
x2

−g
l sinx1 − β

mlx2

]
=

[
0

0

]
⇒

[
x1

x2

]
=

[
0

0

]
èëè

[
π

0

]
.

Òî÷êà ðàâíîâåñèÿ

[
0

0

]
ñîîòâåòñòâóåò íèæíåìó ïîëîæåíèþ ìàÿòíèêà,

[
π

0

]
�
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âåðõíåìó ïîëîæåíèþ. Âû÷èñëèì ìàòðèöó A ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ:

A =
∂f(x)

∂x
=

[
∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

]
=

[
0 1

−g
l cosx1 − β

ml

]
.

Â òî÷êàõ ðàâíîâåñèÿ

[
0

0

]
,

[
π

0

]
ìàòðèöà A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

[
0 1

∓g
l −

β
ml

]
.

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

det (λI − A) = det

[
λ −1

±g
l λ+ β

ml

]
= λ

(
λ+

β

ml

)
± g

l
.

Ïàðû êîðíåé â íèæíåé

[
0

0

]
è âåðõíåé

[
π

0

]
òî÷êàõ ðàâíîâåñèÿ îòëè÷àþòñÿ

çíàêîì ñëàãàåìîãî g
l ñîîòâåòñòâåííî − è + :

λ1,2 = − β

2ml
±

√(
β

2ml

)2

∓ g

l
.

Ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ (β = 0 ) âåðõíåìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåò-

ñòâóåò ïàðà êîðíåé λ1,2 = ±
√

g
l , çíà÷èò, ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà. Â íèæíåì

ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ èìååì ïàðó êîðíåé íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè λ1,2 =

±i
√

g
l , ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, äâèæåíèå ëèíåéíîé

ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû.

Íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà òîæå óñòîé÷èâà, õîòÿ ýòî è íå ñëåäóåò èç òåîðåìû

À.Ì.Ëÿïóíîâà.

Óïðàæíåíèå 32. Èññëåäóéòå óñòîé÷èâîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà â

ñëó÷àå ñ òðåíèåì β > 0 .

</äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë>
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7.3 Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ óñòîé-

÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Åñëè äëÿ ñèñòåìû óäàåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ Ëÿ-

ïóíîâà, òî ñèñòåìà óñòîé÷èâà. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ äîñòà-

òî÷íûì äëÿ óñòîé÷èâîñòè. Ïîÿñíèì ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà íà ïðè-

ìåðå.

x

f(x)

−kx

Ðèñ. 7.2: Ïðèìåð ê ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü x ∈ R , f(0) = 0 è â çàìêíóòîì èíòåðâàëå x ∈ [−c, c] ⊂
R âûïëíåíî xf(x) < 0 , ò. å. ãðàôèê ôóíêöèè f(x) ðàñïîëîæåí âî âòîðîì è

÷åòâåðòîì êâàäðàíòàõ, ñì. ðèñ. 7.2. Òîãäà ñèñòåìà x(1) = f(x) àñèìïòîòè÷å-

ñêè óñòîé÷èâà â îêðåñòíîñòè (−c, c) òî÷êè ðàâíîâåñèÿ x = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà V (x) = 1
2x

2 . Îíà îáëàäàåò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè â îêðåñòíîñòè x ∈ (−c, c) : 1) V (0) = 0 ; 2) V (x 6=
0) > 0 ; 3) d

dtV (x(t)) < 0 . Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ:

d

dt
V (x(t)) =

∂V

∂x

dx

dt
= xf(x) < 0.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ V (x(t)) ñ ðîñòîì âðåìåíè ìîíîòîííî óáûâàåò. Â çà-

ìíóòîì èíòåðâàëå x ∈ [−c, c] ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà k > 0

òàêàÿ, ÷òî |f(x)| > k|x| (ñì. ðèñ. 7.2). Òîãäà −|f(x)| < −k|x| ,

d

dt
V = xf(x) = −|x| · |f(x)| < −kx2 = −2kV.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî V (t) > 0 , ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó dV
V < −2k dt , èç êîòîðîãî

ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì ln V (t)
V (0) < −2kt è V (t) < V (0)e−2kt . Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïðè t→∞ V (t)→ 0 è x(t)→ 0 .

Òåîðåìà 15. (À.Ì.Ëÿïóíîâ, 1897 ). Ïóñòü x(1) = f(x) ∈ Rn , f(0) = 0 è
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â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ B 3 0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V (x) ∈ R ñî

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) d
dtV 6 0 , ãäå

d

dt
V

.
=
∂V

∂x1

dx1

dt
+ . . .+

∂V

∂xn

dxn
dt

=
∂V

∂x1
f1 + . . .+

∂V

∂xn
fn;

2) V (0) = 0 è V (x 6= 0) > 0 ;

4) V (x) è d
dtV (x) íåïðåðûâíû ïî x .

Òîãäà: 1) åñëè â îêðåñòíîñòè B âûïîëíåíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî d
dtV < 0 ,

òî íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî; 2) åñëè â

îêðåñòíîñòè B âûïîëíåíî íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî d
dtV 6 0 è ïðè ýòîì â

ëþáîé ïîä-îêðåñòíîñòè íóëÿ B′ ⊂ B , B′ 3 0 åñòü òî÷êà x 6= 0 òàêàÿ, ÷òî
d
dtV (x) = 0 , òî ñèñòåìà óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè.

7.4 Òèïû äâèæåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ

Êàê è ðàíåå, ïóñòü x(1) = f(x) ∈ Rn , f(0) = 0 è ôóíêöèÿ f(x) ðàçëàãàåòñÿ â

ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëåâîé òî÷êè ðàâíîâåñèÿ: f(x) = Ax+o(||x||) . Â
îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèáëèæåííî îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöè-

åé Ax . Ðàññìîòðèì îñíîâíûå òèïû ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ëèíåéíîãî ïðèáëèæå-

íèÿ x(1) = Ax . Ââèäó èçâåñòíîãî îáùåãî ðåøåíèÿ (4.10) ìîäû tkeλt äâèæåíèÿ

êîìïîíåíò âåêòîðà x(t) îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïîëîæåíèåì êîðíåé λ õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà a(λ)
.
= det (λI − A) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè. Ìíîãî÷ëåí a(λ) âñåãäà äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå (1.5) íà ñîìíîæèòåëè:

a(λ) = λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a0 =

=
(
λ2 + p1λ+ p0

)
. . .
(
λ2 + q1λ+ q0

)
. . . (λ+ r0) .

Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ èññëåäîâàíèÿ òèïîâ äâèæåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâ-

íîâåñèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (è, ñîîòâåò-
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ñòâåííî, ñèñòåìó) âòîðîãî ïîðÿäêà:[
y(t)

y(1)(t)

](1)

=

[
0 1

−a0 −a1

][
y(t)

y(1)(t)

]
(7.2)

⇔ y(2)(t) + a1y
(1)(t) + a0y(t) = 0.

Ïîñòðîèì ôàçîâûå ïîðòðåòû, ñîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì íåêðàòíûì çíà÷å-

íèÿì êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

λ1,2 = −a1

2
±
√(a1

2

)2

− a0 =

α± iβ,
(
a1
2

)2 − a0 < 0,

α1,2,
(
a1
2

)2 − a0 > 0.

1)

Re

Im

α1 α2

2)

Re

Im

α1 α2

3)

Re

Im

α1 α2

4)

Re

Im

λ1

λ2

5)

Re

Im

λ1

λ2

6)

Re

Im

λ1

λ2

Ðèñ. 7.3: Ðàñïîëîæåíèå íåêðàòíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ øåñòè òèïîâ
äâèæåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ

1. Òèï ¾óñòîé÷èâûé óçåë¿. Ýòîò ôàçîâûé ïîðòðåò ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò äâà îòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ
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λ1,2 = α1,2 < 0 (ðèñ. 7.3 (1)). Ïóñòü |α1| > |α2| . Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.2) êàê
ôóíêöèÿ âðåìåíè èìååò âèä

y(t) = c1e
−|α1|t + c2e

−|α2|t → c2e
−|α2|t → 0 ïðè t→∞.

y

y(1)

y(1) = −|α2|y

y(1) = −|α1|y

Ðèñ. 7.4: ¾Óñòîé÷èâûé óçåë¿

Ïîñòðîåíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà â Scilab:

T=7; // âðåìåííîé èíòåðâàë

a0=1; a1=3; // êîýôôèöèåíòû õàðàêò. ìíîãî÷ëåíà

A=[0 1; -a0 -a1]; // ìàòðèöà ñèñòåìû â ôîðìå 1-ãî ïîðÿäêà

s=%s; roots(determ(eye(A)*s-A)) // âû÷èñëåíèå êîðíåé

step=0.2; // øàã ïî âðåìåíè

F=expm(A*step); // ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà

a=gca(); a.x_location = "origin";

a.y_location = "origin"; // ïàðàìåòðû ãðàôèêîâ

// Ïîäïðîãðàììà ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèè èç íà÷. òî÷êè w:

function [W]=ris(w)

W=w; for k=1:(T/step); k=k+1; w=F*w; W=[W,w]; end

plot2d4(W(1,:),W(2,:),2) // ðèñóíîê òðàåêòîðèè

endfunction

//Ïîñòðîåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé :

ris([1;1]) // çàâåðøåíèå ñòðîêè ¾;¿ îòêëþ÷àåò ïå÷àòü

ris([-1;-1])

ris([-0.5;2])

ris([0.5;-2])
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2. Òèï ¾ñåäëî¿. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ

êîðíÿ, îòðèöàòåëüíûé è ïîëîæèòåëüíûé: λ1,2 = α1,2 , α1 < 0 < α2 (ðèñ. 7.3 (2)).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.2) êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè èìååò âèä

y(t) = c1e
−|α1|t + c2e

|α2|t → c2e
|α2|t →∞ ïðè t→∞.

y

y(1)

y(1) = α2y

y(1) = −|α1|y

Ðèñ. 7.5: ¾Ñåäëî¿

Óïðàæíåíèå 33. Ïîñòðîéòå ôàçîâûé ïîðòðåò òî÷êè ¾ñåäëî¿ â Scilab.

3. Òèï ¾íåóñòîé÷èâûé óçåë¿. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò äâà ïî-

ëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ: λ1,2 = α1,2 , 0 < α1 < α2 (ðèñ. 7.3 (3)).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.2) êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè:

y(t) = c1e
α1t + c2e

α2t → c2e
α2t →∞ ïðè t→∞.

y

y(1)

y(1) = α1y

y(1) = α2y

Ðèñ. 7.6: ¾Íåóñòîé÷èâûé óçåë¿
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y

y(1)

y(1) = α1y

y(1) = α2y

Ðèñ. 7.7: ¾Íåóñòîé÷èâûé óçåë¿

4. Òèï ¾öåíòð¿. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò äâà ñîïðÿæåííûõ ÷è-

ñòî ìíèìûõ êîìïëåêñíûõ êîðíÿ ñ íóëåâîé ðåàëüíîé ÷àñòüþ: λ1,2 = ±iβ

(ðèñ. 7.3 (4)). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.2) êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè èìååò âèä

y(t) = c1 cos(βt+ c2).

5. Òèï ¾óñòîé÷èâûé ôîêóñ¿. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò äâà ñî-

ïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ êîðíÿ ñ îòðèöàòåëüíîé ðåàëüíîé ÷àñòüþ: λ1,2 =

α± iβ , α < 0 (ðèñ. 7.3 (5)). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.2) êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè:

y(t) = c1e
−|α|t cos(βt+ c2) → 0 ïðè t→∞.

6. Òèï ¾íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ¿. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò äâà

ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ êîðíÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ðåàëüíîé ÷àñòüþ: λ1,2 =

α± iβ , α > 0 (ðèñ. 7.3 (6)). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.2) êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè:

y(t) = c1e
αt cos(βt+ c2) →∞ ïðè t→∞.

y

y(1)

y

y(1)

y

y(1)

Ðèñ. 7.8: ¾Óñòîé÷èâûé ôîêóñ¿, ¾öåíòð¿ è ¾íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ¿
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Óïðàæíåíèå 34. Îõàðàêòåðèçóéòå óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó äâèæåíèé òè-

ïîâ 1�6.

7.5 Àâòîêîëåáàíèÿ. Ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà.

Óðàâíåíèå Ãîëüäôàðáà.

Ïîíÿòèå àâòîêîëåáàíèÿ áûëî ââåäåíî À.À.Àíäðîíîâûì â 1928 ã., îíî èãðàåò

âàæíóþ ðîëü â òåîðèè íåëèíåéíûõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïî çàìêíó-

òîé òðàåêòîðèè S áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Òàêèå òðàåêòîðèè íàçûâàþòñÿ îð-

áèòàìè. Îïðåäåëèì ïîíÿòèå îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Ïóñòü ¾òðóáêà¿

Sδ ⊃ S îáðàçîâàíà òî÷êàìè, óäàëåííûìè îò îðáèòû S íà ðàññòîÿíèå 6 δ .

Îðáèòà S íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ε

ìîæíî óêàçàòü δ(ε) òàêîå, ÷òî âñå òðàåêòîðèè ñ íà÷àëîì âíóòðè Sδ íå âû-

õîäÿò èç Sε . Îðáèòà S íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè îíà

óñòîé÷èâà è âñå òðàåêòîðèè ñ íà÷àëîì â Sδ ⊃ S ñ ðîñòîì âðåìåíè ñõîäÿòñÿ

ê îðáèòå S :

x(0) ∈ Sδ ⇒ ρ(x(t), S) −→
t→∞

0.

Çäåñü ρ(x(t), S) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x(t) äî îðáèòû S .

Îïðåäåëåíèå. Äâèæåíèÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè Sε àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-

âîé îðáèòû S íàçûâàþòñÿ àâòîêîëåáàíèÿìè.

Àâòîêîëåáàíèÿ âîçìîæíû òîëüêî â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ. Äåéñòâèòåëüíî,

îðáèòàëüíûå äâèæåíèÿ â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ âñåãäà èìåþò òèï ¾öåíòð¿ (ñì.

ðàçäåë 7.4). Íî îðáèòû òèïà ¾öåíòð¿, áóäó÷è óñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó, íå

ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè, ïîýòîìó îíè íå ÿâëÿþòñÿ àâòîêîëå-

áàíèÿìè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñèñòåìû ñ àâòîêîëåáàíèÿìè.

−

+
F (·)

x1
W0(ŝ) =

e−ŝτ

ŝ

x2 x3

Ðèñ. 7.9: Ñèñòåìà ñ íåëèíåéíûì çâåíîì
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Îïðåäåëèì ðåëåéíîå çâåíî x2 = F (x1) (ðèñ. 7.10):

F (x) = c sign (x) =

c, x > 0,

−c, x < 0.
(7.3)

x1

x2 = F (x1)

−c

c

t

t

Ðèñ. 7.10: Ðåëåéíîå çâåíî

Ïóñòü ŝ îáîçíà÷àåò îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Çàìêíóòûé êîíòóð íà

ðèñ. 7.9 îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:
x1(t) = −x3(t),

x2(t) = F (x1(t)),

x3(t) = W0(ŝ)x2(t).

(7.4)

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðèáëèæåííîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå

F (x1(t)) ' K(ŝ)x1(t). (7.5)

Òîãäà èç ñèñòåìû (7.4) ñëåäóåò óðàâíåíèå

W0(ŝ)K(ŝ)x3(t) ' −x3(t). (7.6)

Åãî ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê óñëîâèå íà ôóíêöèþ x3(t) , îïèñûâàþùóþ âûõîä

çàìêíóòîé ñèñòåìû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ (7.5) è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.6) èñïîëüçó-

åòñÿ ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîé ëèíåàðèçàöèè, ðàçðàáîòàííûé Í.Ì.Êðûëîâûì è
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Í.Í.Áîãîëþáîâûì â 1934 ã. Â îòëè÷èå îò îáû÷íîé ëèíåàðèçàöèè, îñíîâàííîé

íà ðàçëîæåíèè F (x) = F (0)+Ax+. . . â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì x , ïðè ãàð-

ìîíè÷åñêîé ëèíåàðèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå F (x) â ðÿä Ôóðüå ïðè

ïåðèîäè÷åñêîì èçìåíåíèè àðãóìåíòà x = a sinωt :

F (a sinωt) = a0 + (a1 sinωt+ b1 cosωt) + (a2 sin 2ωt+ b2 cos 2ωt) + . . .

Ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîñòü îòêëîíåíèÿ ôóíê-

öèè F (x) − F (0) îò ëèíåéíîãî ÷ëåíà Ax . Ïðè ãàðìîíè÷åñêîé ëèíåàðèçà-

öèè ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîñòü îòêëîíåíèÿ F (x) − a0 îò ïåðâîé ãàðìîíèêè

a1 sinωt + b1 cosωt . Óñëîâèåì ãàðìîíè÷åñêîé ëèíåàðèçàöèè (7.8) ÿâëÿåòñÿ,

òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíàÿ ìàëîñòü àìïëèòóäû ñòàðøèõ ãàðìîíèê:

|ak| � |a1|, |bk| � |b1|, k > 2. (7.7)

Ýòî óñëîâèå íàçûâàþò ¾óñëîâèåì ôèëüòðà¿ íà ôóíêöèþ F (·) .

Îãðàíè÷èâøèñü ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå, ïîëó÷èì ïðè-

áëèæåííîå ñîîòíîøåíèå âèäà F (x) = a0 +K(ŝ)x :

F (a sinωt) ' a0 + a1 sinωt+ b1 cosωt︸ ︷︷ ︸
K(ŝ)a sinωt

. (7.8)

Ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ëèíåéíûé îïåðàòîð: K(ŝ)a sinωt =

a1 sinωt+ b1 cosωt ,

K(ŝ) =
a1

a
+
b1

aω
ŝ. (7.9)

Ïðè a0 = 0 ïîëó÷àåì ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå (7.5) F (a sinωt) ' K(ŝ)a sinωt.

Óðàâíåíèå (7.6) W0(ŝ)K(ŝ)x3(t) ' −x3(t) , ïîëó÷åííîå â ïðåäïîëîæåíèè

x = a sinωt ïðè a0 = 0 , íàçûâàþò óðàâíåíèåì ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà. Ïðè

ïîäñòàíîâêå â íåãî îïåðàòîðà K(ŝ) ìîæíî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ x3(t) , îïè-

ñûâàþùóþ àâòîêîëåáàíèÿ â íåëèíåéíîé ñèñòåìå.

Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê óðàâíåíèþ (7.6) äëÿ ãàðìîíè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé x3(t) ( ŝ = iω ) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Ãîëüäôàðáà:

W0(iω)K(iω) = −1. (7.10)
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Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ÷àñòîòà ω è àìïëèòóäà a àâòîêîëåáàíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíèì ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîé ëèíåàðèçàöèè äëÿ ðàñ-

÷åòà àâòîêîëåáàíèé â ñèñòåìå (7.4).

Âû÷èñëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð K(ŝ) äëÿ çâåíà (7.3). Îáîçíà÷èì ϕ
.
= ωt .

Òîãäà êîýôôèöèåíòû a0, a1, b1 ðÿäà Ôóðüå â (7.8) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

a0 =
1

2π

ˆ 2π

0

F (a sinϕ)dϕ = 0,

a1 =
1

π

ˆ 2π

0

F (a sinϕ) sinϕdϕ =
2c

π

ˆ π

0

sinϕdϕ =
4c

π
.

b1 =
1

π

ˆ 2π

0

F (a sinϕ) cosϕdϕ =
2c

π

ˆ π

0

cosϕdϕ = 0.

Èç óðàâíåíèÿ K(ŝ) = a1
a + b1

aω ŝ (7.9) ñëåäóåò

K(ŝ) =
4c

aπ
.

Óðàâíåíèå Ãîëüäôàðáà W0(iω)K(iω) = −1 (7.10) ïîçâîëÿåò íàéòè ïàðàìåò-

ðû a, ω :

W0(iω)K(iω) =

(
e−iωτ

iω

4c

aπ

)
= −1.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò: 1) ðàâåíñòâî cosωτ+i sinωτ = −iω aπ
4c ; 2) ñèñòåìà

óðàâíåíèécosωτ = 0 ⇒ ωτ = π
2 + kπ, k > 0,

sin(π2 + kπ) = (−1)k = −ω aπ
4c ⇒ (−1)k = 1

τ

(
π
2 + kπ

)
aπ
4c , k > 0.

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì îòâåò

ω =
π

2τ
,
3π

2τ
,
5π

2τ
, . . . , a = −8cτ

π2
,
8cτ

3π2
,−8cτ

5π2
, . . . (7.11)

Âûâîä. Àâòîêîëåáàíèÿ â ñèñòåìå ñ ðåëåéíûì çâåíîì (7.4) ìîãóò ñîâåðøàòü-

ñÿ òîëüêî íà ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå ÷àñòîò, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñ÷åòíîå

ìíîæåñòâî (7.11) çíà÷åíèé àìëèòóäû a .

Ïðèìåðîì àâòîêîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ñêðèï äâåðè. Îí âñåãäà ñîâåðøàåòñÿ

ñ îäèíàêîâîé ãðîìêîñòüþ è ÷àñòîòîé íåçàâèñèìî îò ïðèëîæåííîé âíåøíåé

ñèëû.
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Óïðàæíåíèå 35. Ïðîâåðüòå óñëîâèå ôèëüòðà (7.7) äëÿ ðåëåéíîãî çâåíà

(7.3), îãðàíè÷èâøèñü âòîðîé ãàðìîíèêîé k = 2 .

7.6 Ñèñòåìû ñëåæåíèÿ çà ýñòðåìóìîì

Ñèñòåìû ñëåæåíèÿ çà ýêñòðåìóìîì � îäíè èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ñè-

ñòåì ðåãóëèðîâàíèÿ ñ íåëèíåéíûìè çâåíüÿìè â îáðàòíîé ñâÿçè. Ïîñòàâèì

çàäà÷ó ñëåæåíèÿ çà ýêñòðåìóìîì (ðèñ. 7.11).

−
J(x)

J

ϕ(J)ϕ

x

Ðèñ. 7.11: Ñèñòåìà ñëåæåíèÿ çà ýêñòðåìóìîì

Çäåñü J(x) � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, ïðî êîòîðóþ èçâåñòíî, ÷òî îíà íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà â çàäàííîé

îáëàñòè, ¾íåñèëüíî¿ îòëè÷àÿñü îò êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè c (x− x0)
2 . Àíàëè-

òè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ J(x) íåèçâåñòíî, â ÷àñòíîñòè, íåèçâåñòíî çíà÷åíèå

êîíñòàíò c è x0 . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî x âîçìîæíî âû÷èñëåíèå

J(x) . Òðåáóåòñÿ óêàçàòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè ϕ(J) òàêîé,

÷òîáû âûõîä ñèñòåìû x îñòàâàëñÿ âáëèçè òî÷êè x0 ìèíèìóìà J(x) .

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñèãíàëà îáðàòíîé ñâÿçè ϕ(J) èñïîëüçóåò îöåíêó

ïðîèçâîäíîé J (1)(x) . Ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ x1 ê ñîñòîÿíèþ x2 îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ ïî ïðàâèëó

x2 = x1 − hJ (1)(x1),

ãäå h � ïàðàìåòð àëãîðèòìà. Ïðè ìàëîì øàãå h è ãëàäêîé ïðîèçâîäíîé

J (1)(x) ïåðåõîä îò x1 ê x2 íàïðàâëåí â ñòîðîíó òî÷êè ìèíèìóìà x0 (ïðî-

âåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî äëÿ ñëó÷àåâ J(x1) > 0 è J(x1) < 0 ).

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé J (1)(x1) íàõîäèòñÿ ìåòîäîì ñèíõðîí-

íîãî äåòåêòèðîâàíèÿ, èëè ìåòîäîì ïåðèîäè÷åñêîãî ïîèñêîâîãî ñèãíàëà.

1. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû x1 ïðèíóäèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ íà íåáîëü-



7.6. ÑÈÑÒÅÌÛ ÑËÅÆÅÍÈß ÇÀ ÝÑÒÐÅÌÓÌÎÌ 143

øóþ âåëè÷èíó:

x(t) = x1(t) + e(t), e(t) = ε sinωt, |ε| � |x1(t)|.

2. Âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà÷åíèå

S(x1)
.
= eJ(x1 + e), ãäå f(t)

.
= lim

T→∞

1

T

ˆ T

0

f(t)dt.

3. Âû÷èñëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé

J (1)(x1) '
2

ε2
S(x1).

Îáîñíóåì ïîñëåäíþþ ôîðìóëó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî J(x) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

Òåéëîðà:

J(x) = J(x1) + J (1)(x1)e+
1

2
J (2)(x1)e

2 + o(e2).

Òîãäà äëÿ S(x1) âåðíî âûðàæåíèå

S(x1) = eJ(x1 + e) = J(x1)e+ J (1)(x1)e2 +
1

2
J (2)(x1)e3 + . . .

Ïðè ìàëîñòè îòêëîíåíèé e ãëàâíóþ ðîëü èãðàþò ïåðâûå ñëàãàåìûå ñ ñîìíî-

æèòåëÿìè e, e2, e3 . Ïðè óñðåäíåíèè ñîìíîæèòåëè e, e3 îáðàùàþòñÿ â íîëü

ââèäó ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà. Ïóñòü f(t + τ) = f(t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì τ

òàêàÿ, ÷òî
´ τ

0 f(t)dt = 0 . Òîãäà f = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðíî ñîîòíîøåíèå

1

T

ˆ T

0

f(t)dt =
1

T

ˆ T−kτ

0

f(t)dt,

ãäå k � ÷èñëî öåëûõ ïåðèîäîâ, óìåùàþùèõñÿ íà îòðåçêå [0, T ] . Èíòåãðàë â

ïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷åí:∣∣∣∣ˆ T−kτ

0

f(t)dt

∣∣∣∣ 6 ˆ τ

0

|f(t)| dt.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ýòîãî ñëàãàåìîãî ðàâíî íóëþ:

lim
T→∞

1

T

∣∣∣∣ˆ T

0

f(t)dt

∣∣∣∣ 6 lim
T→∞

1

T

ˆ τ

0

|f(t)| dt = 0.

Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ôóíêöèé sinωt , sin3 ωt ñ ïåðèîäîì τ = 2π
ω âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû´ τ

0 f(t)dt = 0 , çíà÷èò, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ e, e3 ðàâíû íóëþ. Âû÷èñëèì ñðåäíåå

çíà÷åíèå e2 :

e2 = ε2sin2 ωt = ε2

(
1

2
− 1

2
cos 2ωt

)
=

1

2
ε2.

Â ðåçóëüòàòå S(x1) = J (1)(x1)e2 + . . . ' 1
2ε

2J (1)(x1), îòêóäà ñëåäóåò J
(1)(x1) '

2
ε2S(x1) .

Íà ðèñ. 7.12 ïðèâåäåíà áëîê-ñõåìà ñèñòåìû ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ îòñëå-

æèâàíèÿ ýêñòðåìóìà íà îñíîâå ìåòîäà ñèíõðîííîãî äåòåêòèðîâàíèÿ.

−hJ (1)(x1)

− +

x1

+

x1 + e
J(·)

J(x1 + e)

e

e

×

eJ(x1 + e)∼e = ε sinωt

1

s

K

hJ (1)(x1)

K =
2

ε2
h ε2

2
J (1)(x1) = eJ(x1 + e)

Ðèñ. 7.12: Áëîê-ñõåìà ñèñòåìû ñëåæåíèÿ çà ýêñòðåìóìîì

¾Ïåòëþ¿
[
−hJ (1)(x1)

]
−→
←↩

x1 â âåðõíåé ÷àñòè ñõåìû ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê

îáíîâëåíèå çíà÷åíèÿ x1 = x1 − hJ (1)(x1) .
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â òî÷êàõ ïîêîÿ:

à) x(1) = cos t, x(0) = 0; á) x(1) = −x2, x(0) = 1.

2. Èññëåäóéòå õàðàêòåð íóëåâîé òî÷êè ïîêîÿ â ñèñòåìàõ óðàâíåíèé:

à)

 x
(1)
1 = −9x1 + x2,

x
(1)
2 = 4x2 − x1;

á)

 x
(1)
1 = 2x2 − 3x1,

x
(1)
2 = x1 − 2x2.

3. Ñîñòàâüòå ñóæäåíèå îá óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû
x

(1)
1 = −2x1,

x
(1)
2 = x3 + x2

1,

x
(1)
3 = −x2

ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ â îêðåñòíîñòè íóëåâîé òî÷êè.

4. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ V (x) = x4 ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ

ñèñòåìû x(1) = −x3+x5 â îêðåñòíîñòè íóëåâîé òî÷êè ðàâíîâåñèÿ. Óñòîé-

÷èâà ëè íóëåâàÿ òî÷êà ïî Ëÿïóíîâó? Óñòîé÷èâà ëè ñèñòåìà â ýòîé òî÷êå

àñèìïòîòè÷åñêè?

5. Âûáðàâ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà v(x) = 1
2

(
x2

1 + x2
2

)
, äîêàæèòå óñòîé÷èâîñòü

ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé x
(1)
1 = x2 +

(
x31
3 − x1

)
,

x
(1)
2 = −x1

â êðóãå x2
1 + x2

2 < 3 .

6. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α , ïðè êîòîðûõ óñòîé÷èâû íóëåâûå ðå-

øåíèÿ ñèñòåì:

à)

 x
(1)
1 = 3αx2 − α2x1,

x
(1)
2 = x1;

á)

 x
(1)
1 = αx2 + 3x1,

x
(1)
2 = α2x2 − 2x1.
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7. Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α, β , ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé óñòîé÷èâà:  x
(1)
1 = −x1 + αx2,

x
(1)
2 = βx1 − x2.



Ãëàâà 8

Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ïîçíàêîìèìñÿ ñ çàäà÷àìè óïðàâëåíèÿ áåç îáðàòíîé ñâÿçè. Òðà-

äèöèîííî èõ íàçûâàþò çàäà÷àìè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïóñòü ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

x(1)(t) = f(x(t), u(t), t), x(t) =

[
x1(t)
...

xn(t)

]
∈ Rn, (8.1)

u(t) ∈ Ω ⊂ Rm,

è çàäàíû äâà ìîìåíòà âðåìåíè tн , tк , âåêòîðû xн, xк ∈ Rn è ôóíêöèÿ

f0(x, u, t) ∈ R . Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè óïðàâëåíèå u(t) ∈ Ω ,

tн 6 t 6 tк , ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (8.1) èç ñîñòîÿíèÿ x(tн) = xн â ñîñòîÿ-

íèå x(tк) = xк òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàäàííûé ôóíêöèîíàë L ïðèíèìàë

íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå:

L
.
=

ˆ tê

tí

f0(x(t), u(t), t)dt→ min

x(tн) = xн,

x(tк) = xк,

u(t) ∈ Ω.

(8.2)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå çàäà÷è, â êîòîðûõ íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû

âðåìåíè íå ôèêñèðîâàíû.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû.

1. f0 = ‖u(t)‖2 . Ýòî çàäà÷à íà ìèíèìóì ðàñõîäà ýíåðãèè: ïåðåâåñòè ñè-

ñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ xн â ñîñòîÿíèå xк ñ íàèìåíüøåé ñðåäíåé ýíåðãèåé óïðàâ-

ëåíèÿ ‖u(t)‖2 .

147
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2. f0 = 1 . Ýòî çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ: ïåðåâåñòè ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ

xн â xк çà íàèìåíüøåå âðåìÿ.

Åñëè ìíîæåñòâî Ω äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé óïðàâëåíèÿ u(t) îòêðûòîå, äëÿ

ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû êëàññè÷åñêîãî âà-

ðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ðàçðàáîòàííîãî Ë.Ýéëåðîì è Æ.Ëàãðàíæåì

â XVIII â. Íà ïðàêòèêå ÷àùå âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è ñ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâà-

ìè Ω , íàïðèìåð, ñ îãðàíè÷åíèåì ‖u(t)‖ 6 1 . Â ýòîì ñëó÷àå áîëåå óäîáíû

ìåòîäû ðåøåíèÿ íà îñíîâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà (1956) [4].

8.1 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Ïóñòü u(t)
.
= uопт(t) � ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Òîãäà â

êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t âûïîëíåíî óñëîâèå ìàêñèìóìà1

uопт(t) = arg max
u∈Ω
H(x(t), u, λ(t)), (8.3)

ãäå ôóíêöèÿ H(x, u, λ)
.
= −f0(x, u, t) + λ>f(x, u, t) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé

Ïîíòðÿãèíà. Âåêòîð-ôóíêöèÿ λ(t) =

[
λ1(t)
...

λn(t)

]
∈ Rn óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-

øåíèþ

λ
(1)
i (t) = − ∂

∂xi
H(x(t), u(t), λ(t)), i ∈ 1, n. (8.4)

Ôóíêöèÿ H ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíèàíó â êëàññè÷åñêîì âàðèàöèîííîì

èñ÷èñëåíèè. Óðàâíåíèÿ (8.1), (8.4) ìîæíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ âåêòîðíûå îáî-

çíà÷åíèÿ, â âèäå ïàðû ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé

x(1) =
∂H
∂λ

,

λ(1) = −∂H
∂x

.

Âñå óïðàâëåíèÿ u(t) ∈ Ω , îáåñïå÷èâàþùèå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà L (8.2),

äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (8.1), (8.3) è (8.4). Åñëè óðàâíåíèå (8.1) ëè-

íåéíîå, òî ïåðåáîðîì âñåõ âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé âåêòîðà λ(0) ∈ Rn

íàõîäèòñÿ ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé u(t) , ñðåäè êîòîðûõ áóäóò è îïòèìàëüíûå

1Его обычно формулируют как условие минимума. Для этого меняют знак у функции H . Знак функ-
ции λ(t) также изменяется вследствие уравнения (8.4).
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óïðàâëåíèÿ uопт(t) .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ (f0 = 1 ) äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ îãðà-

íè÷åíèåì íà óïðàâëåíèå:

x(1) = Ax+Bu, x ∈ Rn, u =

[
u1
...
um

]
∈ Rm, |ui| 6 1. (8.5)

Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä

H = −1 + λ> (Ax+Bu) .

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàêñèìóìà:

uопт = arg max
|u|61
H = arg max

|u|61
λ(t)>Bu.

Îáîçíà÷èì λ(t)>B
.
=
(
g1(t) . . . gm(t)

)
. Ýòî ñòðîêà èç m ýëåìåíòîâ. Òîãäà

λ>Bu = g1u1 + g2u2 + . . .+ gmum.

Äëÿ îïòèìàëüíîñòè íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷à-

ñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò gi ñîîòâåòñòâóþùèå

êîìïîíåíòû óïðàâëåíèÿ ïîëîæèòåëüíûå ui = 1 , à äëÿ îòðèöàòåëüíûõ gi �

îòðèöàòåëüíûå ui = −1 :

ui(t) = sign gi(t) = ±1. (8.6)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé gi(t) íóæíî âçÿòü âåêòîð-ôóíêöèþ λ(t) , ïîä-

÷èíÿþùóþñÿ óðàâíåíèþ

λ(1)(t)> = −∂H
∂x

= −λ>A, èëè λ(1)(t) = −A>λ(t). (8.7)

Äëÿ êàæäîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ λ(0) íàõîäèòñÿ ôóíêöèÿ λ(t) = e−A
>tλ(0) ,

çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèè gi(t) è ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ ui(t) (8.6). Èòåðà-

òèâíûì ïåðåáîðîì çíà÷åíèé âåêòîðà λ(0) íàõîäÿòñÿ ôóíêöèè ui(t) , îáåñïå-

÷èâàþùèå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà (8.2). Ýòî è áóäåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (8.5).

Ââèäó óñëîâèÿ (8.6) îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ
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ëèíåéíîé ñèñòåìû (8.5) èìååò ðåëåéíûé õàðàêòåð, ò. å. òî÷êà uопт(t) â ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå Rm ïåðåìåùàåòñÿ îò âåðøèíû ê âåðøèíå ïàðàëëåëåïèïåäà

|ui| 6 1 (ðèñ. 8.1).

t

uîïò,i(t)

1

−1

τ1 τ2 τ3 τ4

Ðèñ. 8.1: Ðåëåéíîå óïðàâëåíèå

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû âòî-

ðîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñëåäóåò èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà: y(2) = u, ãäå y ∈
R � êîîîðäèíàòà òî÷êè è u ∈ R � âíåøíÿÿ ñèëà. Îïðåäåëèì âåêòîð ôàçîâûõ

ïåðåìåííûõ x ∈ R2 è çàäàäèì íà÷àëüíîå xн è êîíå÷íîå xк ïîëîæåíèÿ:

x =

[
y

y(1)

]
, xн =

[
0

0

]
, xк =

[
1

0

]
.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R2 :[
y

y(1)

](1)

=

[
0 1

0 0

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
y

y(1)

]
+

[
0

1

]
︸︷︷︸
B

u.

Â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ

x(1) = Ax+Bu.

Óðàâíåíèå (8.7) äëÿ âåêòîðà λ(t) ïðèíèìàåò âèä[
λ1

λ2

](1)

= −A>
[
λ1

λ2

]
= −

[
0 0

1 0

][
λ1

λ2

]
.
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Îòñþäà ñëåäóþò óðàâíåíèÿ λ1(t) = const
.
= λ10 , λ

(1)
2 = −λ1 ,

λ2(t) = −λ10t+ λ20. (8.8)

Äàëåå, λ(t)>B =
(
λ1(t) λ2(t)

)
·

[
0

1

]
= λ2(t) = −λ10t+ λ20. Òîãäà

u(t) = signλ2(t) = sign (−λ10t+ λ20) ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíò τ ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ åäèíñòâåííûé.

Íàéäåì ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ τ èç êðàåâûõ óñëîâèé

x(0) = xн =

[
0

0

]
, x(T ) = xк =

[
1

0

]
.

Ïóñòü t ∈ [0, τ ] . Íà ýòîì èíòåðâàëå ââèäó y(0) = 0 è y(T ) = 1 (êîîðäèíàòà

óâåëè÷èâàåòñÿ) ïîäõîäèò òîëüêî çíà÷åíèå u = 1 . Èç óðàâíåíèÿ y(2) = u = 1

ñëåäóåò y(t) = 1
2t

2 + c1t + c2 . Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé y(0) = 0, y(1)(0) = 0

ïîëó÷àåì c1 = c2 = 0 , òîãäà y(t) = 1
2t

2 .

Ïóñòü t ∈ (τ, T ] . Çíàê óïðàâëåíèÿ ìåíÿåòñÿ u = −1 . Èç óðàâíåíèÿ y(2) =

−1 ñëåäóåò y(t) = −1
2t

2 + b1t + b2 . Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé

y(1)(t) = −t+b1 . Â ìîìåíò τ ïðîèçâîäíàÿ y(1) íå ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâà (êàê

èíòåãðàë îò ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè u ), ïîýòîìó èç óðàâíåíèéy(1)(τ − 0) = τ,

y(1)(τ + 0) = −τ + b1

ñëåäóåò b1 = 2τ .

Èç êîíå÷íîãî óñëîâèÿ y(1)(T ) = 0 ïîëó÷àåì −T + b1 = 0 , òîãäà b1 = T è

τ = 1
2T , ò. å. ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ ðàñïîëîæåí íà ñåðåäèíå èíòåðâàëà [0, T ] .

Â ñèëó ñèììåòðèè y(τ) = 1
2 . Ïîñêîëüêó y(τ) = 1

2τ
2 , ïîëó÷àåì τ = 1 è

T = 2 . Ýòî è åñòü íàèëó÷øåå âîçìîæíîå âðåìÿ óïðàâëåíèÿ.
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8.2 Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â áîëåå îáùåé ôîðìóëèðîâêå.

Âìåñòî íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ïîëîæåíèé xн, xк ñèñòåìû (8.1) â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàäèì ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ P,Q ⊂ Rn äîïóñòèìûõ çíà-

÷åíèé xн ∈ P , xк ∈ Q . Ýòî áóäåò çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïî-

äâèæíûìè êîíöàìè.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü g(x) ∈ R � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, èìå-

þùàÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂g
∂xi

. Óðàâíåíèå g(x) = 0 çàäàåò ìíîãîîáðàçèå

òî÷åê G
.
= {x : g(x) = 0} ⊂ Rn ðàçìåðíîñòè n−1 . Îïðåäåëèì âåêòîð-ñòðîêó

ãðàäèåíòà ∇g(x)
.
= [ ∂g

∂x1
... ∂g

∂xn ] . Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ G ëèíåéíîå óðàâíå-

íèå ∇g(x) · z = 0 çàäàåò ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå KG(x) ðàçìåðíîñòè n− 1 ,

ñîñòîÿùåå èç òî÷åê z ∈ Rn . Ìíîãîîáðàçèå KG(x) íàçûâàþò êàñàòåëüíîé

ãèïåðïëîñêîñòüþ ê ìíîãîîáðàçèþ G â òî÷êå x .

Òî÷êè x∗ ∈ G , â êîòîðûõ ãðàäèåíò îáðàùàåòñÿ â íîëü ∇g(x∗) = [ 0 ... 0 ] ,

íàçûâàþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè ìíîãîîáðàçèÿ G . Â ýòèõ òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèå

G íå èìååò êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè. Ìíîãîîáðàçèå G ðàçìåðíîñòè n−1

íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè îíî íå èìååò îñîáûõ òî÷åê.

Îïðåäåëèì ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå P ðàçìåðíîñòè nP < n− 1 êàê ïåðåñå-

÷åíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà k ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé Gi ðàçìåðíîñòè n− 1 :

P
.
= G1 ∩G2 ∩ . . . ∩Gk, Gi = {x : gi(x) = 0} , gi(x) ∈ R.

Óñëîâèåì ãëàäêîñòè P ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ ãðàäèåí-

òîâ ∇g1, . . . ,∇gk (â ÷àñòíîñòè, âñå ýòè ãðàäèåíòû äîëæíû áûòü íåíóëåâûìè).

Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü KP (x) ê ìíîãîîáðàçèþ P â òî÷êå x ∈ P îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé KP (x) = KG1
(x) ∩

KG2
(x) ∩ . . . ∩KGk(x) ,

KGi(x) = {z : ∇gi(x) · z = 0} .

Óïðàæíåíèå 36. Ïîäñ÷èòàéòå ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèé P è KP .

Ãîâîðèòñÿ, ÷òî íåêîòîðûé âåêòîð λ ∈ Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òðàíñ-

âåðñàëüíîñòè äëÿ òî÷êè x ∈ P , åñëè ýòîò âåêòîð îðòîãîíàëåí êàñàòåëüíîé
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ïëîñêîñòè KP (x) : λ ⊥ KP (x) . Óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè ðàâíîñèëüíî òî-

ìó, ÷òî âåêòîð λ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ãðàäèåíòîâ: λ = (c1∇g1 + . . .+ ck∇gk)> .

Ïóñòü äàíû ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ P,Q ⊂ Rn ðàçìåðíîñòè ñîîòâåòñòâåí-

íî nP , nQ è ôóíêöèÿ f0(x, u, t) ∈ R . Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ

ïîäâèæíûìè êîíöàìè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè óïðàâëåíèå u(t) ∈ Ω ,

tн 6 t 6 tк , ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (8.1) èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x(tн) ∈ P â

ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x(tк) ∈ Q òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàäàííûé ôóíêöèîíàë

L ïðèíèìàë íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå:

L
.
=

ˆ tê

tí

f0(x(t), u(t), t)dt→ min

x(tн) ∈ P,
x(tк) ∈ Q,
u(t) ∈ Ω.

(8.9)

Êàê è ðàíåå, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íàõîäèòñÿ èç

ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ïîäâèæíûõ

êîíöàõ íóæíî äîáàâèòü óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè íà âåêòîð âñïîìîãàòåëü-

íûõ ïåðåìåííûõ λ(t) .

À èìåííî, ïóñòü u(t)
.
= uопт(t) � ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ ñ ïîäâèæíûìè êîíöàìè (8.9). Òîãäà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t âûïîë-

íåíî óñëîâèå ìàêñèìóìà

uопт(t) = arg max
u∈Ω
H(x(t), u, λ(t)), (8.10)

ãäå

H(x, u, λ)
.
= −f0(x, u, t) + λ>f(x, u, t).

Âåêòîð-ôóíêöèÿ λ(t) =


λ1(t)
...

λn(t)

 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

λ
(1)
i (t) = − ∂

∂xi
H(x(t), u(t), λ(t)), i ∈ 1, n (8.11)
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ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè òðàíñâåðñàëüíîñòè

λ(tн) ⊥ KP (x(tн)), λ(tк) ⊥ KQ(x(tк)).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ

ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà, èçìåíèâ óñëîâèå íà ïðàâîì êîíöå òðàåêòîðèè:

x(T ) = [ 1
∗ ] , ãäå ∗ îáîçíà÷àåò ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ìû õîòèì íå ïëàâíî (ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ y(1) = 0 ) ïîìåñòèòü òî÷êó â

ïîëîæåíèå y = 1 , à ïðèéòè òóäà ñ ëþáîé ñêîðîñòüþ y(1) = ∗ çà íàèìåíü-

øåå âðåìÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óïðàâëÿåìàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà óæå íå ÿâëÿåòñÿ

òðàíñïîðòíûì ñðåäñòâîì, êîòîðîå íóæíî ïëàâíî ïðèâåñòè â çàäàííîå êîíå÷-

íîå ïîëîæåíèå, à ìîæåò áûòü ñíàðÿäîì, çàïóùåííûì äëÿ ïîðàæåíèÿ ìèøåíè.

Òîãäà

x(T ) ∈ Q = {x : x1 − 1 = g(x) = 0} , ∇g(x) =
[
∂g
∂x1

∂g
∂x2

]
= [1 0],

KQ =
{
z : [1 0]z = 0

}
. Óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè èìååò âèä

λ(T ) = c∇g(x) = [∗ 0],

ò. å. λ2(T ) = 0 . Ó÷èòûâàÿ ëèíåéíîñòü çàâèñèìîñòè λ2(t) (8.8) ïîëó÷àåì, ÷òî

âíóòðè èíòåðâàëà äâèæåíèÿ t ∈ (0, T ) òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ íåò.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì áóäåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå u ≡ 1

áåç ïåðåêëþ÷åíèÿ. Íàèìåíüøåå âðåìÿ äâèæåíèÿ T âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíå-

íèÿ y(T ) = 1
2T

2 = 1 , òîãäà T =
√

2 < 2 .

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó ïåðåâîäà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â òðåõìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå R3 èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ

â çàäàííîé òî÷êå b ∈ R3 çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ïðè îãðàíè÷åíèè íà

ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó ìîäóëÿ óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ. Ñèñòåìà

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òî÷êè mr(2) = f , ãäå r ∈ R3 � ðàäèóñ-âåêòîð

ïîëîæåíèÿ, f ∈ R3 � âåêòîð óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ.
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2. Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó ïîâîðîòà âàëà äâèãàòåëÿ íà çàäàííûé óãîë ïðè

ìèíèìàëüíîé çàòðàòå ýíåðãèè è îãðàíè÷åíèè ìàêìèàëüíîé ñèëû òîêà:

à) ñ îñòàíîâêîé â êîíå÷íîé òî÷êå; á) áåç îñòàíîâêè.

3. Îïðåäåëèòå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ â ñëå-

äóþùèõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

à) x
(1)
1 = x2 , x

(1)
2 = u , |u| 6 1 ,

[
x1(0)
x2(0)

]
= [ 0

0 ] , x1(T ) = xT ,

x2(T ) = 0 , L = T → min .

á) x
(1)
1 = x2 , x

(1)
2 = u − 1 , |u| 6 2 ,

[
x1(0)
x2(0)

]
= [ 0

0 ] ,

x1(T ) = xT , L = T → min .

á) x
(1)
1 = x2 , x

(1)
2 = u ,

[
x1(0)
x2(0)

]
= [ 0

0 ] , x1(T ) = xT ,

L =
´ T

0 u2dt→ min .
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Ãëàâà 9

Îáðàòíûå çàäà÷è òåîðèè óïðàâëåíèÿ

Â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå,

óðàâíåíèå ñèñòåìû ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì. Òàêîãî ðîäà çàäà÷è ïðèíÿòî íàçû-

âàòü ïðÿìûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òèïè÷íûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà óðàâ-

íåíèå ñèñòåìû èçâåñòíî ïðèáëèæåííî, èëè åãî êîýôôèöèåíòû ìåäëåííî ìå-

íÿþòñÿ ñî âðåìåíåì ïî íåèçâåñòíîìó çàêîíó. Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî âîç-

íèêàåò îáðàòíàÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ïî

íàáëþäåíèþ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà åãî ðåøåíèé. Ê îáðàòíûì çàäà÷àì îòíî-

ñÿòñÿ, íàïðèìåð, çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ñîñòîÿíèÿ îáúåêòîâ è ñèñòåì óïðàâ-

ëåíèÿ (êàê òåõíè÷åñêèõ, òàê è áèîëîãè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ) ïî ïðÿìûì

èëè êîñâåííûì èçìåðåíèÿì ôóíêöèé íà âõîäå è âûõîäå.

Îãðàíè÷èìñÿ äèñêðåòíûìè ñèñòåìàìè. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ðàñ-

ñìîòðèì óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n = 2 (äëÿ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ âñå äåëàåòñÿ

ïî àíàëîãèè). Ïóñòü u[k], x[k] ∈ R , k ∈ 1, N � ñåòî÷íûå ôóíêöèè íà âõîäå è

âûõîäå îáúåêòà. Îáúåäèíèâ âåêòîðû u[k] è x[k] , îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèþ

ïðîöåññà

z
.
=
[
x[1] . . . x[N ] u[1] . . . u[N ]

]>
∈ R2N .

Îïèøåì îáúåêò ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

x[k + 2] + α1x[k + 1] + α0x[k] = β2u[k + 2] + β1u[k + 1] + β0u[k],

k ∈ 1, N − 2. (9.1)
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Èëè â ìàòðè÷íîì âèäå
α0 α1 1 0 −β0 −β1 −β2 0

α0 α1 1 −β0 −β1 −β2

. . . . . .
. . .

. . . . . .
. . .

0 α0 α1 1 0 −β0 −β1 −β2


︸ ︷︷ ︸

G

×

×
[
x[1] . . . x[N ] u[1] . . . u[N ]

]>︸ ︷︷ ︸
z

= 0. (9.2)

Ìàòðèöû G
.
= ‖Gij‖ òàêîãî ðîäà (êîãäà çíà÷åíèå ýëåìåíòà Gij çàâèñèò òîëü-

êî îò ðàçíîñòè èíäåêñîâ i− j ) íàçûâàþò òåïëèöåâûìè, ïî èìåíè íåìåöêîãî
ìàòåìàòèêà Îòòî Ò¼ïëèöà (1881�1940).

Çàäàäèì âåêòîð ïàðàìåòðîâ θ
.
=
[
α0 α1 β0 β1 β2

]>
∈ Rv. Ñèñòåìà

óðàâíåíèé (9.2) çàïèøåòñÿ â êðàòêî

Gz = 0, G
.
= Gθ ∈ R(N−n)×2N . (9.3)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáúåêò îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (9.3) ïðè íåêî-

òîðîì ¾èñòèííîì¿ çíà÷åíèè θ = θ∗ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ. Ñàìî óðàâíåíèå

Gθz = 0 áóäåì íàçûâàòü ìîäåëüþ îáúåêòà. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîäî-

áðàòü îïòèìàëüíîå â íåêîòîðîì ñìûñëå çíà÷åíèå θ̂ ∈ Ω ïàðàìåòðîâ ìîäåëè,

èìåÿ â ðóêàõ íàáëþäåíèÿ ïðîöåññîâ z ñ âîçìóùåíèÿìè.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî óðàâíåíèå ìîäåëè òî÷íî îïè-

ñûâàåò îáúåêò ïðè ïðàâèëüíîì çàäàíèè ïàðàìåòðîâ θ = θ∗ . Âîîáùå ãîâîðÿ,

ýòî óñëîâèå ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîòîìó ÷òî ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ ìîäåëü íå ìîæåò îòðàçèòü âñåõ ñâîéñòâ ðåàëüíîãî îáúåêòà, òîëüêî ñàìûå

ñóùåñòâåííûå. Íî â äàííîé ãëàâå ìû îãðàíè÷èìñÿ ñàìûìè ïåðâîíà÷àëüíûìè

ïðåäñòàâëåíèÿìè î ñîîòâåòñòâèè ìîäåëè è îáúåêòà.
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9.1 Îöåíèâàíèå ïðîöåññîâ â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ïî íà-

áëþäåíèÿì ñ âîçìóùåíèÿìè

Ïóñòü z̃
.
= z∗ + η∗ ∈ R2N � íàáëþäåíèå ïðîöåññà z∗ â îáúåêòå Gθ∗z∗ = 0 è

η∗ ∈ R2N � âåêòîð âîçìóùåíèé. Çâåçäî÷êîé ∗ ïîìå÷åíû èñòèííûå (íåíàáëþ-

äàåìûå íàïðÿìóþ) âåëè÷èíû. Äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî θ îáîçíà÷èì

ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9.3)

Zθ
.
= {z : Gθz = 0} .

Ýòî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â R2N . Êàæäàÿ ¾òî÷êà¿ z ∈ Zθ åñòü ïðîöåññ, ÿâ-
ëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (9.1). Ýòîò ïðîöåññ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x[1], x[2], . . . , x[n] è ôóíêöèåé âõîäà u[1], . . . , u[N ] .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ Zθ ðàâíà n+N .

Ñôîðìóëèðóåì ïåðâóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó1.

Çàäà÷à 1 (ôèëüòðàöèè). Äàíî íàáëþäåíèå z̃ ïðîöåññà â îáúåêòå è çíà÷å-

íèå ïàðàìåòðà θ . Ñðåäè ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìîäåëüíûõ ïðîöåññîâ Zθ
íóæíî íàéòè ïðîöåññ ẑ , áëèæàéøèé ê z̃ (ðèñ. 9.1), ïîäáèðàÿ íà÷àëüíûå óñëî-

âèÿ è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè âõîäà ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ.

z̃

ẑ ∈ Zθ

Ðèñ. 9.1: Ëèíåéíàÿ çàäà÷à ôèëüòðàöèè

Íàçâàíèå çàäà÷è (ôèëüòðàöèÿ) ïîêàçûâàåò, ÷òî åå ðåøåíèå ẑ òðàêòóåòñÿ

êàê ïðîöåññ, ïîëó÷åííûé óäàëåíèåì (ôèëüòðàöèåé) âîçìóùåíèé η∗ èç èçìå-

ðåíèÿ z̃ . Ïîñêîëüêó ¾òî÷íûå¿ çíà÷åíèÿ z∗ è η∗ ïî óñëîâèþ çàäà÷è íåäî-

1Постановки и решения первой и второй обратных задач были предложены А.О.Егоршиным (1971).
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ñòóïíû ïðÿìîìó íàáëþäåíèþ, âìåñòî íèõ èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè

ẑ
.
= arg min

z∈Zθ
‖z̃ − z‖2, η̂

.
= z̃ − ẑ.

Ðåøåíèå çàäà÷è 1. Îïðåäåëèì öåëåâóþ ôóíêöèþ

J(z)
.
= 1

2‖z̃ − z‖
2 = 1

2 (z̃ − z)> (z̃ − z) . (9.4)

Íóæíî íàéòè ìèíèìóì J(z) ïðè óñëîâèè Gz = 0 , G = Gθ . Ââåäåíèåì

âåêòîðà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ ∈ RN−n çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê áåçóñëîâíîé

ìèíèìèçàöèè ïî z è λ ôóíêöèè

J∗(z)
.
= 1

2 (z̃ − z)> (z̃ − z) + λ>Gz.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ñîñòîèò â ðàâåíñòâå íóëþ ïðîèçâîäíûõ J∗

ïî z è λ : ∂J∗

∂z = ∂J
∂z + λ>G = (z̃ − ẑ)> + λ>G,

∂J∗

∂λ = Gz = 0.
(9.5)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîñëå òðàíñïîíèðîâàíèÿ è óìíîæåíèÿ ñëåâà íà ìàòðè-

öó G ïîëó÷àåì

GG>λ+G (z̃ − ẑ) = GG>λ+Gz̃ = 0,

îòêóäà λ = −
(
GG>

)−1
Gz̃ . Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå

ñèñòåìû (9.5), ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è ôèëüòðàöèè

ẑ =
(
I −G>

(
GG>

)−1
G
)

︸ ︷︷ ︸
I−Π

z̃. (9.6)

Ìàòðèöà I −Π åñòü ìàòðèöà ïðîåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî Z ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ Gz = 0 . Îïðåäåëÿþùèì ñâîéñòâîì òàêèõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

èõ êâàäðàò ðàâåí ñàìîé ìàòðèöå: (I −Π)2 = (I −Π) .

Óïðàæíåíèå 37. Ïðîâåðüòå ðàâåíñòâà Π2 = Π è (I −Π)2 = (I −Π) äëÿ

ìàòðèöû Π = G>
(
GG>

)−1
G .

Óïðàæíåíèå 38. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Π � ïðîåêòîð, òî I −Π ïðîåêòîð,
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è íàîáîðîò.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Çàäà÷à. Äëÿ âåêòîðà z̃
.
= [ x̃[1] ... x̃[N ] ]> ∈ RN íàéòè êîýôôèöèåíòû c0, c1

ìíîãî÷ëåíà ïåðâîé ñòåïåíè z[k] = c0 + c1k , ìèíèìèçèðóþùèå öåëåâóþ ôóíê-

öèþ J = 1
2 (z̃ − z)> (z̃ − z) (9.4).

Ðåøåíèå 1. Ñâåäåì çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåé. Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ z[k] =

c0 + c1k (ïðè âñåõ âîçìîæíûõ c0, c1 ) ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ðàç-

íîñòíîãî óðàâíåíèÿ

(ζ − 1)2 z[k] =
(
ζ2 − 2ζ + 1

)
z[k] =

= z[k + 2]− 2z[k + 1] + z[k] = 0, (9.7)

ãäå ζ � ñèìâîë ñäâèãà âïåðåä. Ïîëåçíî ñðàâíèòü ýòî óòâåðæäåíèå ñî ñëó÷àåì

íåïðåðûâíîãî âðåìåíè, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

z(2)(t) = 0 èìåþò âèä z(t) = c0+c1t ; ïåðåéòè îò íåïðåðûâíîãî ê äèñêðåòíîìó

âðåìåíè ìîæíî çàìåíîé ïðîèçâîäíîé íà ðàçíîñòíûé îïåðàòîð 1
h (ζ − 1) è

âòîðîé ïðîèçâîäíîé � íà îïåðàòîð 1
h2 (ζ − 1)2 .

Âûïèøåì ìàòðèöó G äëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (9.7) è ïðèìåíèì ôîð-

ìóëó (9.6). Ìàòðèöà G â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

G =


1 −2 1 0

1 −2 1
. . .

. . .
. . .

0 1 −2 1

 .

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ïðîãðàììà äëÿ ñðåäû Scilab:

N=50;

z=1:(9/(N-1)):10;

z=z';

zm=z+5*rand(z,'normal');

row=[1,-2,1,zeros(1,N-3) ];

col=[1; zeros(N-3,1) ];
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G=toeplitz(col,row);

Pi = G'*inv(G*G')*G;

zp=(eye(Pi)-Pi)*zm;

clf; plot(z); plot(zm,'g'); plot(zp,'r')

Ðåøåíèå 2. Ïîñêîëüêó z[k] = c0 + c1k , ìîæåì ñðàçó íàïèñàòü

z =


z[1]

z[2]
...

z[N ]

 =


1 1

1 2
...

...

1 N


︸ ︷︷ ︸

H

[
c0

c1

]
︸︷︷︸
c

.
= Hc.

Òîãäà J = 1
2 (z̃ −Hc)> (z̃ −Hc) è èìååì çàäà÷ó áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè

J → minc∈R2 J . Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ìèíèìóìà ∂J
∂c = (z̃ −Hc)> (−H) =

0 ïîëó÷àåì õîðîøî èçâåñòíóþ ôîðìóëó ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ c =(
H>H

)−1
H>z̃ , èç êîòîðîé ñëåäóåò ðåøåíèå

z = Hc = H
(
H>H

)−1
H>z̃

.
= ΠH z̃.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà ΠH � ïðîåêòîð (Π2
H = ΠH ).

Ñòîëáöû ìàòðèöû H îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ðàç-

íîñòíîãî óðàâíåíèÿ (9.7). Âåðíû ðàâåíñòâà GH = 0 è ΠH = I −Π .

Äëÿ íåîäíîðîäíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (9.1) ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà

ðåøåíèé âûïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû A,B,C ðàâíîñèëüíîé ôîðìû Ôðîáå-

íèóñà (5.14):

H =

[
C 0 0
CA CB 0
...

...
. . .

. . .
CAN−1 CAN−2B ... CB 0

]
.

Óïðàæíåíèå 39. Âûïèøèòå ðåøåíèÿ 1 è 2 çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè çàäàííîé

ñåòî÷íîé ôóíêöèè z̃ ∈ RN : à) ìíîãî÷ëåíîì íóëåâîé ñòåïåíè; á) ìíîãî÷ëåíîì

âòîðîé ñòåïåíè.

Óïðàæíåíèå 40. Âûïèøèòå ðåøåíèÿ 1 è 2 çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè çàäàííîé

ñåòî÷íîé ôóíêöèè z̃ ∈ RN ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé

z[k] = c1 sinωk + c2 cosωk.
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Óêàçàíèå. Ôóíêöèè sinωk , cosωk îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðå-

øåíèé ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

z[k + 2]− 2 cosω · z[k + 1] + z[k] = 0.

Çàìå÷àíèå. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N âû÷èñëåíèå ïðîåêöèè (9.6) ïðåäïî-

÷òèòåëüíî ïðîèçâîäèòü ðåêóððåíòíî ïî N , ó÷èòûâàÿ òåïëèöåâóþ ðàçðåæåí-

íóþ ñòðóêòóðó ìàòðèöû G . Ïîëó÷àåìûå ïðè ýòîì ôîðìóëû ðàâíîñèëüíû

ôîðìóëàì ñòàöèîíàðíîãî ôèëüòðà Êàëìàíà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñôîðìó-

ëèðîâàííóþ âûøå çàäà÷ó 1 åùå íàçûâàþò çàäà÷åé ñãëàæèâàíèÿ, îñòàâëÿÿ

ñëîâî ¾ôèëüòðàöèÿ¿ äëÿ ñëó÷àÿ ðåêóððåíòíûõ âû÷èñëåíèé.

9.2 Èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé ïî íàáëþäå-

íèÿì ïðîöåññîâ ñ âîçìóùåíèÿìè

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 1 (ôèëüòðàöèè) çíà÷åíèå ïà-

ðàìåòðà ìîäåëè θ ìîæíî ïîäñòðàèâàòü. Äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

θ1, θ2 ïî ôîðìóëå (9.6) áóäóò ïîëó÷åíû ðàçíûå îöåíêè òðàåêòîðèè ẑ(θ1) è

ẑ(θ2) . Ïîíÿòíî, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ , êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøåé

îøèáêå ‖z̃ − ẑ(θ)‖ , ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì.
Ñôîðìóëèðóåì âòîðóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 2 (èäåíòèôèêàöèè). Äàíî èçìåðåíèå z̃ ïðîöåññà â îáúåêòå è ìî-

äåëü îáúåêòà (9.1). Íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ , êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íàè-

ìåíüøåé íîðìå îøèáêè ôèëüòðàöèè ‖z̃ − ẑ(θ)‖ .
Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è óæå îïðåäåëåíà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ,

ìèíèìèçàöèåé êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðåøåíèå:

J(θ) = ‖z̃ − ẑ(θ)‖2. (9.8)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë åå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîäáîðîì ïàðàìåòðîâ θ íàé-

òè òàêóþ ¾ìîäåëüíóþ ïëîñêîñòü¿ Zθ , êîòîðàÿ áëèæå âñåãî ðàñïîëîæåíà ê

èçìåðåííîìó ïðîöåññó z̃ (ðèñ. 9.1). Ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò

ïëîñêîñòè Zθ äî òî÷êè z̃ íóæíî ðåøàòü çàäà÷ó 1.

Â îòëè÷èå îò çàäà÷è 1, çàäà÷à 2 óæå íå èìååò ðåøåíèÿ â âèäå ÿâíîé ôîð-
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ìóëû. Ïðèâåäåì àëãîðèòì èòåðàòèâíîãî ïîèñêà îïòèìàëüíîãî θ .

Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå çàäà÷è 1 (9.6), ïîëó÷èì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ öåëåâîé

ôóíêöèè J(θ) :

J(θ) = J(ẑ(θ)) = (z̃ − ẑ)> (z̃ − ẑ) = z̃>Π>Πz̃ = z̃>Πz̃ =

= z̃>G>
(
GG>

)−1
Gz̃. (9.9)

Ñäåëàåì çàìåíó, ¾ïåðåñòàâèâ ñîìíîæèòåëè¿

Gz ≡ Zγ, γ
.
=

[
1

θ

]
. (9.10)

×òîáû òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà ñòàëà âîçìîæíîé, ìàòðèöà Z äîëæíà áûòü ñôîð-

ìèðîâàíà îñîáûì îáðàçîì. Ðàñïèøåì ïîäðîáíåé:
α0 α1 1 0 −β0 −β1 −β2 0

α0 α1 1 −β0 −β1 −β2

. . . . . .
. . .

. . . . . .
. . .

0 α0 α1 1 0 −β0 −β1 −β2


︸ ︷︷ ︸

G

×

×
[
x[1] . . . x[N ] u[1] . . . u[N ]

]>︸ ︷︷ ︸
z

≡

≡


x[3] x[1] x[2] u[1] u[2] u[3]

x[4] x[2] x[3] u[2] u[3] u[4]
...

...
...

...
...

...

x[N ] x[N − 2] x[N − 1] u[N − 2] u[N − 1] u[N ]


︸ ︷︷ ︸

Z

×

×
[

1 α0 α1 β0 β1 β2

]>︸ ︷︷ ︸
γ

. (9.11)
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Ïîñëå çàìåíû Gz̃ = Z̃γ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (9.9) ïðèìåò âèä

J(θ) = γ>Z̃>
(
GG>

)−1︸ ︷︷ ︸
C

Z̃γ
.
= γ>Z̃>CZ̃γ. (9.12)

Ôîðìàëüíî ðåøåíèå äàåòñÿ âûðàæåíèåì

θ̂ = arg min
θ
J(θ). (9.13)

Óïðàæíåíèå 41. Ïðîâåðüòå, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ J(θ) (9.12) íå çàâèñèò

îò íîðìû âåêòîðà γ .

Âû÷èñëèòåëüíîå ðåøåíèå (À.Î.Åãîðøèí, Ì.Îñáîðí, 1970�73). Îñíîâó

àëãîðèòìà ñîñòàâëÿþò èòåðàöèè ñ îáíîâëÿåìîé îáðàòíîé ìàòðèöåé:

1) íà÷àëüíîå çíà÷åíèå: γ = γ(0) ;

2) äëÿ k > 0{
τ = Q−1

(k)γ(k), Q(k)
.
= Z̃>C(k)Z̃, C(k)

.
= C(γ(k)),

γ(k+1) = 1
(10...0)τ τ.

(9.14)

Ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà îçíà÷àåò äåëåíèå âåêòîðà τ íà åãî ïåðâûé ýëåìåíò, ÷òîáû

çíà÷åíèå ïåðâîãî ýëåìåíòà γ(k+1) ðàâíÿëîñü åäèíèöå. Èòåðàöèîííàÿ ïðîöå-

äóðà (9.14) èìååò ìàëóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê íà÷àëüíîìó ïðèáëèæåíèþ γ(0)

è ñõîäèòñÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ çà 2�5 øàãîâ. Â 2018 ã. áûëè äîêàçàíû

ñëåäóþùèå åå ñâîéñòâà:

1. Ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ε
.
= ‖z̃− z∗‖ äëÿ ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ çíà÷å-

íèé γ(0) (çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà ìåðû íîëü) ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà γ∞ = limk→∞ γ(k) .

2. Òî÷êà γ∞ ëåæèò â ìàëîé îêðåñòíîñòè èñòèííîãî çíà÷åíèÿ γ∗ , è îøèáêà

èäåíòèôèêàöèè óìåíüøàåòñÿ (γ∞ → γ∗ ) ïðè ε→ 0 .

Ïðîãðàììà äëÿ ñðåäû Scilab:

// Èäåíòèôèêàöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèé (9.14)

N=100; //äëèíà òðàåêòîðèè

sigma=4; //ñ.ê.î. îøèáîê íàáëþäåíèé
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//0

// Ê-òû ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (ýòàëîí)

gamma0(1)=0.9607843; gamma0(2)=-1.8984652;gamma0(3)=1;

p=2;

theta_etalon=[ gamma0(1); gamma0(2)]; //ýòàëîí ïàðàìåòðîâ

// Ïðîöåññ:

z=zeros(N);

z(1)=grand(1,1,'nor', 0, 2); // ñëó÷àéíûå íà÷. óñëîâèÿ

z(2)=grand(1,1,'nor', 0, 2);

for k=1:N-p

z(k+p)=-gamma0(1:length(gamma0)-1)'*z(k:k+p-1);

end//k

// Íàáëþäåíèå ïðîöåññà:

zm=zeros(N);

for k=1:N

zm(k)=z(k) + grand(1,1,'nor', 0, sigma);

end//k

// Ìàòðèöà íàáëþäåíèé:

V=zeros(N-p,p+1); for k=1:p+1 V(:,k)=zm(k:N-p-1+k);

end//k

//1

// Èòåðàöèè ïî ïàðàìåòðàì:

theta0=[0.1;-0.1]; gamma1=[theta0;1]; //íà÷. çíà÷åíèÿ

row=[gamma1' zeros(1,N-p-1) ];

col=[gamma1(1) ; zeros(N-p-1,1) ];

G=toeplitz(col,row); C = inv(G*G');

gamma_print=gamma1'; //íàêîïèòåëü çíà÷. íà èòåðàöèÿõ

for k=1:20 //öèêë èòåðàöèé ïî ïàðàìåòðàì

P=V'*C*V; Pinv=inv(P);

tt=Pinv*gamma1; gamma1=tt/tt(length(tt));

gamma_print=[gamma_print;gamma1'];

row=[gamma1' zeros(1,N-p-1) ];
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col=[gamma1(1) ; zeros(N-p-1,1) ];

G=toeplitz(col,row); C = inv(G*G');

end//k (êîíåö öèêëà)

//2

// Âûâîä ðåçóëüòàòîâ:

Pi = eye(G'*G) - G'*C*G;

zp = Pi * zm; //îöåíêà òðàåêòîðèè (ôèëüòðàöèÿ)

clf; plot(zm,'g'); plot(z); plot(zp,'r'); //ãðàôèêè

gamma_print //ïå÷àòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íà èòåðàöèÿõ

theta_etalon' //ýòàëîí

Âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ (9.1) ïóòåì ìèíè-

ìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè (9.8) â ëèòåðàòóðå íàçûâàþò ¾ìîäèôèöèðîâàííûé

ìåòîä Ïðîí�è¿. Ïðè èñïîëüçîâàíèè âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà (9.14) ãîâî-

ðÿò î ¾âàðèàöèîííîì ìåòîäå¿ èäåíòèôèêàöèè (À.Î.Åãîðøèí, 1988).

9.3 Äðóãèå ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè

Îïðåäåëåíèå. Îöåíêîé ïàðàìåòðîâ θ óðàâíåíèÿ (9.1) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

íàáëþäåíèé θ̂(z̃) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) åäèíñòâåííîñòü: θ̂(z∗) = θ∗ ;

2) íåïðåðûâíîñòü: θ̂(z∗ + η) −→
‖η‖→0

θ∗ .

Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèå ëþáîé çàäà÷è, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì è

íåïðåðûâíî çàâèñèò îò èñõîäíûõ äàííûõ, íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì ïî Àäà-

ìàðó, èëè êîððåêòíûì â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå. Åñëè çàäà÷à íå èìååò òàêîãî

ðåøåíèÿ, òî îíà ñ÷èòàåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé.

Ìåòîäîì èäåíòèôèêàöèè åñòåñòâåííî íàçâàòü ëþáîé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ

îöåíîê ïàðàìåòðîâ ñ ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ñâîéñòâàìè. Èç ïðèâåäåííîãî

âûøå ïðèìåðà çàäà÷è 2 (èäåíòèôèêàöèè) ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ðåøåíèå ñêëà-

äûâàåòñÿ èç äâóõ øàãîâ:

• îïðåäåëåíèå öåëåâîé ôóíêöèè;

• âûáîð âû÷èñëèòåëüíîãî ìåòîäà ïîèñêà ìèíèìóìà.
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Âòîðîé ìåòîä èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (9.1) (Ì.Ëåâèí, 1964).

Óïðîùàåòñÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ: â ñèñòåìå (9.11) óäàëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ñòðîêè ìàòðèöû Z íå ñîäåðæàëè îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ. Ïî-

ñëå óäàëåíèÿ ñòðîê ñòîëáöû ìàòðèöû G áóäóò ñîäåðæàòü íå áîëåå îäíîãî

íåíóëåâîãî ýëåìåíòà, è ýòà ìàòðèöà ïðèìåò âèä (ïðîâåðüòå):

GОР =

=

[
α0 α1 1 0

α0 α1 1
. . .

0 α0 α1 1

−β0 −β1 −β2 0
−β0 −β1 −β2

. . .
0 −β0 −β1 −β2

]
.

Ïîñëå çàìåíû G íà GОР ïîëó÷èì öåëåâóþ ôóíêöèþ

JОР(θ)
.
=

γ>Z̃>Z̃γ

γ>γ
, θ̂ОР

.
= arg min

θ
J(θ). (9.15)

Öåëåâûå ôóíêöèè òàêîãî âèäà ñîîòâåòñòâóþò çàäà÷àì îðòîãîíàëüíîé ðåãðåñ-

ñèè (Ê.Ïèðñîí, 1901): ÷åðåç ìíîæåñòâî òî÷åê v1, . . . , vM ∈ Rp ïðîâåñòè ïëîñ-

êîñòü
{
v ∈ Rp : γ>v = 0

}
ñ íîðìàëüþ γ òàê, ÷òîáû ñóììàðíîå ðàññòîÿíèå îò

òî÷åê äî ïëîñêîñòè áûëî ìèíèìàëüíûì. Â íàøåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå âåêòîðîâ

vi âûñòóïàþò ñòðîêè ìàòðèöû Z̃ .

Îò íîðìû âåêòîðà γ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (9.15) íå çàâèñèò. Ìèíèìóì ïî γ

äîñòèãàåòñÿ íà ñîáñòâåííîì âåêòîðå ìàòðèöû Z̃>Z̃ , ñîîòâåòñòâóþùåìó íàè-

ìåíüøåìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λmin

(
Z̃>Z̃

)
. Â îòëè÷èå îò èòåðàöèé (9.14),

ïîèñê ìèíèìóìà îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàöèÿìè ñ ïîñòîÿííîé îáðàòíîé ìàòðè-

öåé: äëÿ k > 0 {
τ = Q−1γ(k), Q

.
= Z̃>Z̃,

γ(k+1) = 1
(10...0)τ τ.

(9.16)

Ýòà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì àëãîðèòìîì âû÷èñëå-

íèÿ íàèáîëüøåãî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Q−1 è ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà [9, ñ. 421]. Íàéäåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð

áóäåò èñêîìûì, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøåìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó

ìàòðèöû Q = Z̃>Z̃ . Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâàÿ

ïðîåêöèÿ íà÷àëüíîãî âåêòîðà γ(0) íà íàïðàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íàèìåíü-

øåìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λmin(Q) , íåêðàòíîñòü è ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü

λmin(Q) > 0 .
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Èòåðàöèè (9.15) ïðèâåäåíû äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ èòåðàöèÿìè (9.14). Îíè íå

èñïîëüçóþò ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû Q , ïîýòîìó ëó÷øå ïðèìåíÿòü ñòàí-

äàðòíûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû Q .

Ïðîãðàììà äëÿ ñðåäû Scilab èìååò ñëåäóþùèé âèä (ïðèâåäåíû îòëè÷èÿ îò

ïðîãðàììû èäåíòèôèêàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèé Åãîðøèíà�Îñáîðíà

íà ñ. 165):

// Èäåíòèôèêàöèÿ ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè

sigma=2; //ñ.ê.î. îøèáîê íàáëþäåíèé

//0

...

//1

[R,Lambda]=spec(V'*V) //âû÷èñëåíèå ñ. âåêò. è ñ. ÷èñåë

gamma1=R(1:p+1,1); // îöåíêà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ

//ìàòðèöû äëÿ îöåíêè ïðîöåññà:

row=[gamma1' zeros(1,N-p-1) ];

col=[gamma1(1) ; zeros(N-p-1,1) ];

G=toeplitz(col,row); C = inv(G*G');

//2

...

Óïðàæíåíèå 42. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ñðàâíèòå îòêëîíåíèÿ îöåíîê ïàðàìåò-

ðîâ îò ýòàëîííûõ çíà÷åíèé äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ìåòîäà èäåíòèôèêàöèè.

Îáúÿñíèòå óõóäøåíèå êà÷åñòâà ôèëüòðàöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè îöåíîê ïî

âòîðîìó ìåòîäó. Îïûòíûì ïóòåì óñòàíîâèòå óðîâåíü sigma ïîãðåøíîñòåé íà-

áëþäåíèÿ, ïðè êîòîðîì êà÷åñòâî ôèëüòðàöèè ñòàíîâèòñÿ ïðèåìëåìûì.

Òðåòèé ìåòîä èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (9.1) îòëè÷àåòñÿ íàèáî-

ëåå ïðîñòîé öåëåâîé ôóíêöèåé. Âìåñòî öåëåâîé ôóíêöèè (9.12) èñïîëüçóåòñÿ

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ëèíåéíîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ):

JМНК(θ)
.
= γ>Z̃>Z̃γ, γ =

[
1

θ

]
. (9.17)
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Ïîÿñíèì ñìûñë öåëåâîé ôóíêöèè JМНК(θ) . Ââèäó (9.10) óðàâíåíèå ìîäå-

ëè Gz = 0 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ Zγ = 0 . Åñëè çàìåíèòü ìàòðèöó Z ìàò-

ðèöåé íàáëþäåíèé Z̃ , â ïðàâîé ÷àñòè âìåñòî íóëÿ ïîëó÷èì âåêòîð íåâÿçêè

óðàâíåíèÿ e
.
= Z̃γ . Ïîýòîìó öåëåâàÿ ôóíêöèÿ JМНК(θ) åñòü êâàäðàò íîðìû

íåâÿçêè óðàâíåíèÿ ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî òî÷íîãî ðåøåíèÿ Z íàáëþäåíèé

Z̃ : JМНК(θ) = e>e .

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ âû÷èñëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

∂

∂θ
JМНК(θ) = 2e>

∂

∂θ
e = 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

e(θ) = Z̃

[
1

θ

]
.
= Z̃1 + Z̃2θ, Z̃1

.
=
[
x[3] x[4] . . . x[N ]

]>
,

Z̃2
.
=


x[1] x[2] u[1] u[2] u[3]

x[2] x[3] u[2] u[3] u[4]
...

...
...

...
...

x[N − 2] x[N − 1] u[N − 2] u[N − 1] u[N ]

 .

Òîãäà e> ∂
∂θe =

(
Z̃1 + Z̃2θ

)>
Z̃2 = 0 , îòêóäà ñëåäóåò îòâåò

θ̂МНК = −
(
Z̃>2 Z̃2

)−1

Z̃>2 Z̃1. (9.18)

Óïðàæíåíèå 43. Íàïèøèòå ïðîãðàììó Scilab äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòè-

ôèêàöèè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Óïðàæíåíèå 44. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèåì åäèíñòâåííîñòè îöåíîê θ̂ (9.13),

θ̂ОР (9.15), θ̂МНК (9.18) ÿâëÿåòñÿ íåîñîáåííîñòü ìàòðèöû Z>∗2Z∗2 .

Óïðàæíåíèå 45. Äîêàæèòå íåïðåðûâíîñòü îöåíêè θ̂МНК (9.18). Ïîñðåä-

ñòâîì âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðîâåðüòå íåïðåðûâíîñòü îöåíîê

θ̂ (9.13), θ̂ОР (9.15).
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9.4 Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè

Âñå òðè ðàññìîòðåííûõ âûøå ìåòîäà èäåíòèôèêàöèè ïðèâîäÿò ê òî÷íîìó ðå-

øåíèþ ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ, íàñêîëüêî îïðàâ-

äàíû âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû, ïðèñóùèå ïåðâîìó ìåòîäó? Èç ðåçóëüòàòîâ

âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïåðâûé ìåòîä îáåñ-

ïå÷èâàåò íàèáîëåå óñòîé÷èâûå îöåíêè ñ íàèëó÷øèì êà÷åñòâîì ôèëüòðàöèè

âîçìóùåíèé. Ââèäó ýòîãî îí ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî ïðåäïî÷òèòåëüíûì, åñëè

íåò îãðàíè÷åíèé íà âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû.

Îáñóäèì, êàêèå òåîðåòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü î ïðåèìóùå-

ñòâàõ òîãî èëè èíîãî ìåòîäà èäåíòèôèêàöèè. Çäåñü íà ïîìîùü ïðèõîäèò ïî-

íÿòèå âåðîÿòíîñòè, êîòîðîå âîçíèêàåò ïðè ìíîãîêðàòíîì ïîâòîðåíèè âû-

÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ ðàçëè÷íûìè âîçìóùåíèÿìè. Íàïîìíèì, âåðî-

ÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ íàçûâàþò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû åãî

ïîÿâëåíèÿ (ïðè óñëîâèè, ÷òî òàêîé ïðåäåë ñóùåñòâóåò).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêñïåðèìåíòàòîðà, âñå âåðîÿòíîñòíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îò-

íîñèòåëüíî âîçìóùåíèé ÿâëÿþòñÿ íå áîëåå ÷åì óìîçðèòåëüíûìè ãèïîòåçàìè.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêà, óìîçðèòåëüíûé è óìîïîñòèãàåìûé ìèð íå ìåíåå

ðåàëåí, ÷åì ìèð, îñÿçàåìûé îðãàíàìè ÷óâñòâ ïîñðåäñòâîì ïðèáîðîâ. Â íàøåé

çàäà÷å âåðîÿòíîñòíûå ïðåäïîëîæåíèÿ áóäóò èãðàòü âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü,

êîòîðóþ ðóññêèé ìàòåìàòèê À.À.Ìàðêîâ (1856�1922) (ñîàâòîð èçâåñòíîé òåî-

ðåìû Ãàóññà�Ìàðêîâà è ñîçäàòåëü òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, íàçâàííûõ

ïî åãî èìåíè ìàðêîâñêèìè) âûðàçèë ñëåäóþùèìè ñëîâàìè: ¾Âåðîÿòíîñòü ...

åñòü òîëüêî ñðåäñòâî äëÿ óñëîâíîãî ñðàâíåíèÿ äîñòîèíñòâà ðàçëè÷íûõ íà-

áëþäåíèé¿.

Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî íàáëþäåíèé ïðîöåññîâ

Z̃ =
{
z̃(1), . . . , z̃(L)

}
⊂ RN , z̃(i) = z∗(i) + η(i),

ãäå âåêòîðíûå âåëè÷èíû z∗(i), η(i) ∈ RN ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè, íåçàâèñèìû-

ìè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû äëÿ ðàçíûõ i :

M η(i) = 0, M η(i)η
>
(i) = σ2I,
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ãäå M � ñèìâîë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Îöåíêà ïàðàìåòðà âû÷èñëÿåòñÿ óæå íå ïî îäíîìó èçìåðåíèþ ïðîöåññà z̃ ,

à ïî âñåìó ìíîæåñòâó íàáëþäåíèé:

θ̂ = θ̂(z̃(1), . . . , z̃(L)).

Îïðåäåëåíèå. Ñîñòîÿòåëüíîñòüþ îöåíêè θ̂ íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâî ñõîäèìî-

ñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ θ∗ ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà L

âûáîðêè ñëó÷àéíûõ íàáëþäåíèé:

θ̂(z̃(1), . . . , z̃(L)) −→
L→∞

θ∗.

Ñîñòîÿòåëüíîñòü òàêæå ìîæíî îïðåäåëÿòü ÷åðåç ñõîäèìîñòü â ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå óâåëè÷åíèÿ äëèíû N îäíîãî íàáëþäàåìîãî ïðîöåññà:

θ̂(z̃(1)) −→
N→∞

θ∗.

Çàìåòèì, ÷òî ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè íå ïðåäïîëàãàåò ìàëîñòè íîðìû âîç-

ìóùåíèé ‖η(i)‖ , è ýòî ñóùåñòâåííî.

Óòâåðæäåíèå 23. Îöåíêè θ̂ (9.13) è θ̂ОР (9.15) ñîñòîÿòåëüíû. Îöåíêà θ̂МНК

(9.18) íå ñîñòîÿòåëüíà.

Óïðàæíåíèå 46. Ïðîâåðüòå óòâåðæäåíèå 23 ïóòåì âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà. Óêàçàíèå: ïðè íàáëþäåíèè íåñêîëüêèõ ïðîöåññîâ z̃(1) , . . . , z̃(L)

ìàòðèöà Z̃ ôîðìèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî èç ìàòðèö äëÿ êàæäîãî ïðîöåññà:

Z̃> =
1√
L

(
Z̃>(1) Z̃>(2) . . . Z̃>(L)

)
, Z̃(i)

.
= Z(z̃(i)).

Äâà ñîñòîÿòåëüíûõ ìåòîäà ñðàâíèâàþò ìåæäó ñîáîé ïî àñèìïòîòè÷åñêîé

äèñïåðñèè îöåíîê:

D(θ̂)
.
= L lim

L→∞
M
(
θ̂(z̃(1), . . . , z̃(L))− θ∗

)(
θ̂(z̃(1), . . . , z̃(L))− θ∗

)>
.

Óòâåðæäåíèå 24. Îöåíêà θ̂ (9.13) àñèìïòîòè÷åñêè ëó÷øå îöåíêè θ̂ОР (9.15):

D(θ̂) < D(θ̂ОР) .

Óïðàæíåíèå 47. Ïóòåì âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðîâåðüòå óòâåð-
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æäåíèå 24. Óêàçàíèå: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mx ïðèáëèæåííî âû÷èñ-

ëÿåòñÿ êàê ýìïèðè÷åñêîå ñðåäíåå

Mx ' 1

M
(x1 + . . .+ xM) ,

ãäå xi � çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x , ïîëó÷åííûå â ýêñïåðèìåíòàõ ñ

ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà âîçìóùåíèé. Êàê ïðàâèëî, äîñòà-

òî÷íî ïðèíÿòü M = 50 .

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíåíèå äèñïåðñèé D1 îöåíîê íà âûáîðêàõ êî-

íå÷íîãî îáúåìà L = 1 :

D1(θ̂)
.
= M

(
θ̂(z̃)− θ∗

)(
θ̂(z̃)− θ∗

)>
.

Âû÷èñëåíèå äèñïåðñèè D1 îöåíêè θ̂ (9.13) áåç óñëîâèÿ ìàëîñòè íîðìû âîç-

ìóùåíèÿ ‖η‖ ÿâëÿåòñÿ íåðåøåííîé çàäà÷åé.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó âûäåëåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè çàäàííîé ÷à-

ñòîòû (ñ íåèçâåñòíîé ôàçîé è àìïëèòóäîé) èç íàáëþäàåìîãî ñ âîçìó-

ùåíèÿìè ïðîöåññà íà äèñêðåòíîì âðåìåííîì èíòåðâàëå k ∈ 1, N êàê

çàäà÷ó óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîé öåëåâîé ôóíêöèè. Íàïèøèòå

âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ äëÿ ñðåäû Scilab.

2. Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó âûäåëåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ñ ýêñïîíåí-

öèàëüíî çàòóõàþùåé àìïëèòóäîé (ñ íåèçâåñòíûìè ôàçîé, äåêðåìåíòîì

çàòóõàíèÿ, ÷àñòîòîé è àìïëèòóäîé) èç íàáëþäàåìîãî ñ âîçìóùåíèÿìè

ïðîöåññà íà äèñêðåòíîì âðåìåííîì èíòåðâàëå k ∈ 1, N êàê çàäà÷ó óñëîâ-

íîé ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîé öåëåâîé ôóíêöèè.

3. Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó îöåíêè âðåìåíè ïîëóðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âå-

ùåñòâà ïî íàáëþäàåìîìó ñ îøèáêàìè ïðîöåññó óìåíüøåíèÿ êîíöåíòðà-

öèè âåùåñòâà íà äèñêðåòíîì âðåìåííîì èíòåðâàëå k ∈ 1, N êàê çàäà÷ó

óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîé öåëåâîé ôóíêöèè.
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4. Óêàæèòå öåëåâûå ôóíêöèè äëÿ ðåøåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ 2, 3: à) ìåòîäîì

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ; á) ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè; â) âàðè-

àöèîííûì ìåòîäîì èäåíòèôèêàöèè (ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì Ïðî-

íè).

5. Ðåøèòå çàäà÷ó âûäåëåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè çàäàííîé ÷àñòîòû ω

èç íàáëþäàåìîãî ñ âîçìóùåíèÿìè ïðîöåññà íà äèñêðåòíîì âðåìåííîì

èíòåðâàëå k ∈ 1, N äâóìÿ ñïîñîáàìè: 1) ïîñòðîåíèåì ïðîåêòîðà ñ ìàò-

ðèöåé G è 2) ïðîåöèðîâàíèåì íà ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ñòîëáöû

ìàòðèöû áàçèñíûõ ôóíêöèé
0 1

sinω cosω
...

...

sin (N − 1)ω cos (N − 1)ω

 .

Ïðîâåðüòå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿìè â Scilab.



Ãëàâà 10

Ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì

Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû âûïîëíÿþòñÿ íà êîìïüþòåðàõ ñ îïåðàöèîííûìè ñèñòå-

ìàìè ñåìåéñòâà Windows (èëè Linux ñ ýìóëÿòîðîì wine).

10.1 Ââåäåíèå â ñèñòåìó ñõåìîòåõíè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ Micro-Cap Demo

Ñèñòåìà ñõåìîòåõíè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Micro-Cap Demo (äåìîíñòðàöèîí-

íàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ âåðñèÿ) (www.spectrum-soft.com) ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì è ïðî-

ñòûì èíñòðóìåíòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ îáðàò-

íûìè ñâÿçÿìè. Îíà èìååò ðàçâèòûé èíòóèòèâíî ïîíÿòíûé ãðàôè÷åñêèé èí-

òåðôåéñ è ìîùíûé ãðàôè÷åñêèé ðåäàêòîð ñõåì, à òàêæå íåòðåáîâàòåëüíà ê

ðåñóðñàì êîìïüþòåðà [10].

Öåëè ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû:

• ïîçíàêîìèòüñÿ ñ áàçîâûìè âîçìîæíîñòÿìè ñèñòåìû Micro-Cap;

• ïîñòðîèòü îïåðàòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ çâåíüåâ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, îïè-

ñûâàåìûõ ëèíåéíûìè ñòàöèîíàðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿ-

ìè;

• ïîñòðîèòü è èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè;

• ïîñòðîèòü ïðîñòåéøèå ñèñòåìû ñ îòðèöàòåëüíûìè îáðàòíûìè ñâÿçàìè è

èññëåäîâàòü èõ ïîâåäåíèå.

Õîä ðàáîòû (2�4 ÷).

175
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1. Çàãðóçèòå ñ ñàéòà www.spectrum-soft.com è óñòàíîâèòå ïðîãðàììíóþ ñè-

ñòåìó Micro-Cap Demo.

2. Îçíàêîìüòåñü ñ èíòåðôåéñîì ãðàôè÷åñêîãî ðåäàêòîðà ñõåì.

3. Ñîáåðèòå ïîñëåäîâàòåëüíóþ ñõåìó èç çàçåìëåíèÿ ¾Ground¿, èñòî÷íèêà

ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ ¾Voltage Source¿, ôóíêöèîíàëüíîãî áëîêà ¾F¿.

Â ñâîéñòâàõ èñòî÷íèêà óñòàíîâèòå çíà÷åíèå ¾1¿, â ñâîéñòâàõ áëîêà ¾F¿

óêàæèòå äðîáíî-ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå ¾1/(1+s)¿. Âêëþ÷èòå íóìåðà-

öèþ óçëîâ ñõåìû (êíîïêà ¾1¿ â òðåòüåì ñâåðõó ðÿäó êíîïîê). Óçëû áóäóò

ïðîíóìåðîâàíû ¾1¿ è ¾2¿.

4. Çàïóñòèòå àíàëèç ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè (ìåíþ ¾Analysis > Tran-

sient¿). Â ïîÿâèâøåìñÿ îêíå ñâîéñòâ ãðàôèêîâ â öåíòðå ñíèìèòå ãàëî÷-

êó ¾Operating point¿. Óñòàíîâèòå âðåìåííîé èíòåðâàë ¾Time Range¿ 20.

Ïðîâåðüòå, ÷òî íîìåðà óçëîâ ¾1¿ è ¾2¿ îòðàæåíû â îêíå ñâîéñòâ ãðà-

ôèêîâ (¾v(1)¿, ¾v(2)¿). Äëÿ äèàïàçîíîâ ¾XRange¿, ¾YRange¿ âûáðèòå

çíà÷åíèå ¾AutoAlways¿. Íàæìèòå êíîïêó ¾Run¿.

5. Ïðîàíàëèçèðóéòå è îáúÿñíèòå ïîÿâèâøèåñÿ ãðàôèêè âðåìåííûõ çàâèñè-

ìîñòåé íà âõîäå è âûõîäå çâåíà ¾F¿.

Óêàçàíèå. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå ¾1/(1+s)¿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåäà-

òî÷íîé ôóíêöèè çâåíà ¾F¿. Äî èçó÷åíèÿ ìàòåðèàëà ãëàâû 2 îíî ïîíèìàåòñÿ

êàê ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ( s �

ñèìâîë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ):

x(t) =
1

1 + s
u(t), (1 + s)x(t) = u(t),

(
1 +

d

dt

)
x(t) = u(t).

Çäåñü x(t) � âûõîä çâåíà ¾F¿, u(t) ≡ 1 � âõîä çâåíà ¾F¿.

Âûïîëíèòå çàäàíèÿ.

1. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ Micro-Cap îòêëèê íà åäèíè÷íîå âõîäíîå âîçäåé-

ñòâèå äëÿ çâåíà, îïèñûâàåìîãî ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-

íèåì x(2)(t) + x(1)(t) + 2x(t) = u(t) . Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ôóíêöèÿ x(t)

ñõîäèòñÿ ñ ðîñòîì t ê çíà÷åíèþ 0.5 .
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2. Âûïîëíèòå ïðåäûäóùåå çàäàíèå äëÿ çâåíà ñ óðàâíåíèåì x(2)(t)−x(1)(t)+

2x(t) = u(t) . Îáúÿñíèòå êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ãðàôèêà x(t) .

3. Çàêðîéòå îêíî àíàëèçà ïåðåõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê è â ðåæèìå ðåäàê-

òèðîâàíèÿ ñõåìû äîáàâüòå â ñõåìó ìåæäó çâåíüÿìè ¾Voltage Source¿ è

¾F¿ çâåíî âû÷èòàíèÿ ¾Sub¿. Çàìêíèòå îòðèöàòåëüíóþ îáðàòíóþ ñâÿçü,

ïðîâåäÿ ñîåäèíåíèå îò âûõîäà çâåíà ¾F¿ äî çâåíà âû÷èòàíèÿ ¾Sub¿. Ïî-

ñòðîéòå ïåðåõîäíóþ õàðàêòåðèñòèêó ïîëó÷åííîé ñõåìû ñ îòðèöàòåëüíîé

îáðàòíîé ñâÿçüþ (îáðàòèòå âíèìàíèå íà àâòîìàòè÷åñêîå èçìåíåíèå íó-

ìåðàöèè óçëîâ).

4. Ñîáåðèòå ñõåìó ðóëåâîé ìàøèíêè ñî çâåíîì ¾F=exp(-s)/s¿, îòðèöàòåëü-

íîé îáðàòíîé ñâÿçüþ è Ï-ðåãóëÿòîðîì (ðèñ. 1.16). Ïîäáåðèòå çíà÷åíèå

êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ Ï-ðåãóëÿòîðà (èç èíòåðâàëà [0.5, 2.5] ) äëÿ óñòîé-

÷èâîé ðàáîòû ðóëåâîé ìàøèíêè. Ïîñòðîéòå ïåðåõîäíóþ õàðàêòåðèñòèêó.

5. Íàñòðîéòå êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ Ï-ðåãóëÿòîðà ðóëåâîé ìàøèíêè ïî ìå-

òîäó Íèêîëüñà�Öèãëåðà.

10.2 Îïòèìàëüíàÿ íàñòðîéêà è ñðàâíåíèå ðåãóëÿòîðîâ

Öåëè ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû: íàó÷èòüñÿ íàñòðàèâàòü ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðû

ýâðèñòè÷åñêèì ìåòîäîì Íèêîëüñà�Öèãëåðà è ïî ìèíèìóìó èíòåãðàëüíîé

îøèáêè ðåãóëèðîâàíèÿ.

Õîä ðàáîòû (8�10 ÷).

1. Ñîáåðèòå â Micro-Cap Demo ñõåìó ÏÈ-ðåãóëÿòîðà (ðèñ. 1.12) äëÿ îáúåêòà

ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

W (s) =
e−sT

(1 + sT0)
n .

Ïàðàìåòðû îáúåêòà âûáèðàþòñÿ èç äèàïàçîíîâ n ∈ 3, 6 , T0 ∈ [0,75; 1,60]

â çàâèñèìîñòè îò âàðèàíòà çàäàíèÿ. Ïàðàìåòð çàäåðæêè T ïðèíèìàåò

òðè çíà÷åíèÿ 0 , 1,5 , 3,0 (èññëåäóþòñÿ òðè îáúåêòà).

2. Íàñòðîéòå ïàðàìåòðû K è Tи ÏÈ�ðåãóëÿòîðà (ñì. ðàçäåë 1.10):
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(a) ýâðèñòè÷åñêèì ìåòîäîì Íèêîëüñà�Öèãëåðà;

(b) ïîêîîðäèíàòíîé îïòèìèçàöèåé K è Tи ïî èíòåãðàëüíîìó êðèòåðèþ

êà÷åñòâà;

(c) ïî ïàðàìåòðàì ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà (ôîðìóëû ïðè-

âåäåíû íèæå).

3. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûå ÏÈ-ðåãóëÿòîðû ìåæäó ñîáîé ïî èíòåãðàëüíîìó

êðèòåðèþ êà÷åñòâà.

4. Ñîáåðèòå ñõåìó ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà (ðèñ. 1.14).

5. Íàñòðîéòå ïàðàìåòðû K , Tи , Tд , Tс ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà (ñì. ðàçäåë 1.10):

(a) ýâðèñòè÷åñêèì ìåòîäîì Íèêîëüñà�Öèãëåðà;

(b) ïîêîîðäèíàòíîé îïòèìèçàöèåé K è Tи ïî èíòåãðàëüíîìó êðèòåðèþ

êà÷åñòâà (ïðèíÿòü Tд = Tи/4 è Tс = Tд/8 );

(c) ïî ïàðàìåòðàì ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà (ôîðìóëû ïðè-

âåäåíû íèæå).

6. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûå ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðû ìåæäó ñîáîé ïî èíòå-

ãðàëüíîìó êðèòåðèþ êà÷åñòâà.

7. Ïðåäëîæèòå ñâîè ôîðìóëû íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà â

çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè çàäåðæêè T . Ñðàâíèòå ïî èíòåãðàëüíîìó êðè-

òåðèþ êà÷åñòâà ðåãóëÿòîð, íàñòðîåííûé ïî âàøèì ôîðìóëàì, ñ ðåãó-

ëÿòîðîì, íàñòðîåííûì ïî ïàðàìåòðàì ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè, äëÿ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà çàäåðæêè îáúåêòà T = 1; 2; 10 .

Íàñòðîéêà ðåãóëÿòîðà ïî ïàðàìåòðàì ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè îáúåê-

òà1. Ïàðàìåòðû ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâ-

ëåíû â òàáëèöå.

1ДавыдовН.И., ИдзонО.М., СимоноваО.В. Определение параметров настройки ПИД-регулятора по
переходной характеристике объекта регулирования // Теплоэнергетика. 1995. Н. 10. С. 17–22.
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Ïàðàìåòðû íàñòðîéêè ðåãóëÿòîðà

n 3 4 5 6

Tинт 3T0 + T 4T0 + T 5T0 + T 6T0 + T

Tемк 0,805T0 1,43T0 2,10T0 2,81T0

Ta 3,69T0 4,46T0 5,12T0 5,70T0

Óñëîâíîå çàïàçäûâàíèå: τ ∗
.
= Tемк + T .

Ïåðâûé âàðèàíò ôîðìóë

1. ÏÈ-ðåãóëÿòîð:

Tи/Ta = 0,153(τ ∗/Ta) + 0,362, 1/K = 1,905(τ ∗/Ta) + 0,826.

2. ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð: Tд = αTи , Tс = Tд/8 , α = 0,25 ,

Tи/Ta = 0,186(τ ∗/Ta) + 0,532, 1/K = 1.552(τ ∗/Ta) + 0,078.

Âòîðîé âàðèàíò ôîðìóë

1. ÏÈ-ðåãóëÿòîð:

Tи/Tинт = −0,467(τ ∗/Tинт) + 0,624, 1/K = 4,345(τ ∗/Tинт)− 0,151.

2. ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð:Tд = αTи , Tс = Tд/8 , α = 0,4 ,

Tи/Tинт = −0,150(τ ∗/Tинт) + 0,552, 1/K = 2,766(τ ∗/Tинт)− 0,521.

10.3 Ââåäåíèå â ïðîãðàììíóþ ñðåäó Scilab

Ïðîãðàììíàÿ ñðåäà Scilab [11] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿå-

ìûé ïàêåò ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîãðàìì äëÿ èíæåíåðíûõ (òåõíè÷å-

ñêèõ) è íàó÷íûõ ðàñ÷¼òîâ (http://www.scilab.org). ßçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Scilab áëèçîê ê MATLAB.

Öåëü ðàáîòû: ïîçíàêîìèòüñÿ ñ áàçîâûìè âîçìîæíîñòÿìè ñðåäû Scilab.

Õîä ðàáîòû (2�4 ÷).

1. Óñòàíîâèòå íà êîìïüþòåðå Scilab.
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2. Âûïîëíèòå çàäàíèÿ 1.1, 1.2, 2.1, 2.2, 3.1, 3.2, 4.1, 5.1 èç 14-é ãëàâû êíèãè

[11]. Çàäàíèå 5.1 âûïîëíÿåòñÿ áåç ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè è

ðåãðåññèè. Â êàæäîì çàäàíèè äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü òîëüêî îäèí ïðè-

ìåð, óêàçàííûé ïðåïîäàâàòåëåì.

Äîïîëíèòåëüíîå çàäàíèå:

1. Ïîçíàêîìüòåñü ñ èíòåãðèðîâàíèåì ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé â Scilab (ôóíêöèÿ ode) [11, ãëàâà 8].

2. Äëÿ îáúåêòà èç çàäàíèÿ 1 ñ íóëåâîé çàäåðæêîé T = 0 :

(a) ïîñòðîéòå ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ çàìêíóòîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

ñ ÏÈ-ðåãóëÿòîðîì (ñ ïàðàìåòðàìè, íàñòðîåííûìè ïî ìèíèìóìó èí-

òåãðàëüíîé îøèáêè ðåãóëèðîâàíèÿ);

(b) âûïèøèòå ìàòðèöû ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìû â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

ïåðâîãî ïîðÿäêà;

(c) ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ode îòêëèê çàìêíóòîé ñèñòåìû ÏÈ-

ðåãóëèðîâàíèÿ íà ñòóïåí÷àòûé âõîäíîé ñèãíàë;

(d) âû÷èñëèòå èíòåãðàëüíóþ îøèáêó ðåãóëèðîâàíèÿ;

(e) ñðàâíèòå ïîëó÷åííûå ãðàôèêè è ðàñ÷åòû ñ ðàñ÷åòàìè, âûïîëíåííû-

ìè â MicroCap.

10.4 Âû÷èñëåíèå çàïàñà óñòîé÷èâîñòè ïî ãîäîãðàôó Íàé-

êâèñòà

Öåëü ðàáîòû: èññëåäîâàòü çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ ïî

àìïëèòóäå è ôàçå ïî ãîäîãðàôó Íàéêâèñòà (ñì. ðàçäåë 3.4).

Õîä ðàáîòû (4�6 ÷).

1. Âèäîèçìåíèòå ñõåìû ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ, íàñòðîåííûõ ïðè âûïîë-

íåíèè ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû 10.2: èñòî÷íèê ïîñòîÿííîãî òîêà çàìåíèòå

íà èñòî÷íèê ïåðåìåííîãî òîêà ¾sine source¿; ðàçîìêíèòå îáðàòíóþ ñâÿçü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèâåäåííûé íèæå òåêñòîâûé

ôàéë ¾Nyquist.CKT¿, êîòîðûé ñëåäóåò îòêðûòü â Micro-Cap Demo ÷åðåç

ìåíþ ¾File>Open¿.
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2. Ïîñòðîéòå ãîäîãðàô Íàéêâèñòà ÷åðåç ìåíþ ¾Analysis>AC¿.

3. Âû÷èñëèòå ïî ãîäîãðàôó Íàéêâèñòà çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ïî àìïëèòóäå

è ôàçå äëÿ êàæäîãî èç ðåãóëÿòîðîâ.

4. Ñðàâíèòå çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ.

5. Ïîñòðîéòå ãîäîãðàô Íàéêâèñòà â âèäå äâóõ äèàãðàìì Áîäå çàâèñèìî-

ñòåé àìïëèòóäû è ôàçû ãîäîãðàôà îò ÷àñòîòû. Äëÿ ïðèìåðà èñïîëüçóé-

òå ïðèëîæåííûé íèæå ôàéë ¾Nyquist_Bode.CKT¿. Åãî ñëåäóåò îòêðûòü

â Micro-Cap Demo ÷åðåç ìåíþ ¾File>Open¿.

6. Âêëþ÷èòå â ñâîéñòâàõ ãðàôèêà ÷èñëîâîé âûâîä äèàãðàìì Áîäå è ïî ïî-

ëó÷åííûì ìàññèâàì îïðåäåëèòå çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ïî àìïëèòóäå è

ôàçå.

Ïðèëîæåíèå.

1. Ôàéë ¾Nyquist.CKT¿

C:\mc8demo\data\al\Nyquist.CIR Transient Analysis
* Converted From Micro Cap Source file to PSPICE
*
V1 INTERIOR_NONE1 0 SIN (0 1 10MEG 0 0 0)
RV1 4 INTERIOR_NONE1 0.001 ;added by V1
X91 1 2 AMP
+PARAMS: GAIN=0.97
X92 2 3 F
+PARAMS: FS={EXP(-S*0.6)/POW(1+S*1.2,6)}
X95 4 5 1 SUM
+PARAMS: KA=1 KB=1
X96 4 5 F
+PARAMS: FS={1/(S*6.2)}
*
*
.SUBCKT AMP PINA PINB
+PARAMS: GAIN=1
E1 PINB 0 PINA 0 {GAIN}
RE1 PINA 0 1G;added by E1
.ENDS AMP
*
*
.SUBCKT F PINA PINB
+PARAMS: FS={1/(S+1K)}
E1 PINB 0 LAPLACE {V(PINA,0)} = {{FS}}
RE1 PINA 0 1G;added by E1
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.ENDS F
*
*
.SUBCKT SUM PINA PINB PINC
+PARAMS: KA=1 KB=1
E1 PINC 0 VALUE = {{KA}*V(PINA)+{KB}*V(PINB)}
.ENDS SUM
*
.OPTIONS ACCT LIST OPTS ABSTOL=1pA CHGTOL=.01pC
+ DEFL=100u DEFW=100u
+ DIGDRVF=2
+ DIGDRVZ=20K DIGERRDEFAULT=20
+ DIGERRLIMIT=0 DIGFREQ=10GHz
+ DIGINITSTATE=0
+ DIGIOLVL=2 DIGMNTYMX=2 DIGMNTYSCALE=0.4
+ DIGOVRDRV=3 DIGTYMXSCALE=1.6
+ GMIN=1p
+ ITL1=100 ITL2=50 ITL4=10 PIVREL=1m PIVTOL=.1p
+ RELTOL=1m TNOM=27
+ TRTOL=7 VNTOL=1u
+ WIDTH=80
*
.LIB "C:\mc8demo\library\NOM.LIB"
*
.TEMP 27
.TRAN 3 150 0 UIC
.PRINT TRAN V(2)
.PLOT TRAN V(2)
.PRINT TRAN V(7)
.PLOT TRAN V(7)
.PROBE
.END
;$SpiceType=PSPICE

2. Ôàéë ¾Nyquist_Bode.CKT¿

C:\mc8demo\data\al\Nyquist_Bode.CIR Transient Analysis
* Converted From Micro Cap Source file to PSPICE
*
V1 INTERIOR_NONE1 0 SIN (0 1 10MEG 0 0 0)
RV1 4 INTERIOR_NONE1 0.001 ;added by V1
X91 1 2 AMP
+PARAMS: GAIN=0.97
X92 2 3 F
+PARAMS: FS={EXP(-S*0.6)/POW(1+S*1.2,6)}
X95 4 5 1 SUM
+PARAMS: KA=1 KB=1
X96 4 5 F
+PARAMS: FS={1/(S*6.2)}
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*
*
.SUBCKT AMP PINA PINB
+PARAMS: GAIN=1
E1 PINB 0 PINA 0 {GAIN}
RE1 PINA 0 1G;added by E1
.ENDS AMP
*
*
.SUBCKT F PINA PINB
+PARAMS: FS={1/(S+1K)}
E1 PINB 0 LAPLACE {V(PINA,0)} = {{FS}}
RE1 PINA 0 1G;added by E1
.ENDS F
*
*
.SUBCKT SUM PINA PINB PINC
+PARAMS: KA=1 KB=1
E1 PINC 0 VALUE = {{KA}*V(PINA)+{KB}*V(PINB)}
.ENDS SUM
*
.OPTIONS ACCT LIST OPTS ABSTOL=1pA CHGTOL=.01pC DEFL=100u
+ DEFW=100u DIGDRVF=2
+ DIGDRVZ=20K DIGERRDEFAULT=20
+ DIGERRLIMIT=0 DIGFREQ=10GHz
+ DIGINITSTATE=0
+ DIGIOLVL=2 DIGMNTYMX=2 DIGMNTYSCALE=0.4
+ DIGOVRDRV=3
+ DIGTYMXSCALE=1.6 GMIN=1p
+ ITL1=100 ITL2=50 ITL4=10 PIVREL=1m PIVTOL=.1p
+ RELTOL=1m TNOM=27
+ TRTOL=7 VNTOL=1u
+ WIDTH=80
*
.LIB "C:\mc8demo\library\NOM.LIB"
*
.TEMP 27
.TRAN 3 150 0 UIC
.PRINT TRAN V(2)
.PLOT TRAN V(2)
.PRINT TRAN V(7)
.PLOT TRAN V(7)
.PROBE
.END
;$SpiceType=PSPICE
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10.5 Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî

óïðàâëåíèÿ ñ ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðàìè. Àíàëèç

òî÷íîñòè äèñêðåòèçàöèè

Öåëü ðàáîòû: ïîñòðîèòü äèñêðåòíûå àíàëîãè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ èç ëàáîðà-

òîðíîé ðàáîòû 10.2; èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè äèñêðåòèçàöèè îò øà-

ãà âðåìåíí�îé ñåòêè è òèïà ðåãóëÿòîðà.

Õîä ðàáîòû (4�6 ÷).

1. Äëÿ ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà èç ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû 10.2 ïðè T = 0

ñðåäñòâàìè Scilab ïîñòðîéòå äèñêðåòíûé àíàëîã â âèäå ñèñòåìû ðàçíîñò-

íûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñì. ðàçäåë 5.1).

2. Ïîñòðîéòå â Micro-Cap Demo ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè íåïðåðûâíûõ

ðåãóëÿòîðîâ è âûâåäèòå ðåçóëüòàò â ÷èñëîâîé ìàññèâ (èñïîëüçóÿ ÷èñëî-

âîé âûâîä ãðàôèêîâ).

3. Âû÷èñëèòå â Scilab ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ

ðåãóëÿòîðîâ è âûâåäèòå ðåçóëüòàò â ÷èñëîâîé ìàññèâ.

4. Ñðàâíèòå ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè íåïðåðûâíûõ ðåãóëÿòîðîâ è äèñ-

êðåòíûõ àíàëîãîâ ïî íîðìå îøèáêè

e
.
=

√√√√ 1

N

N∑
k=1

[h((k − 1) τ)− hd[k]]2,

ãäå h(t) � ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà íåïðåðûâíîãî ðåãóëÿòîðà, âû-

÷èñëåííàÿ â Micro-Cap Demo, hd[k] � ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèñ-

êðåòíîãî àíàëîãà ðåãóëÿòîðà, âû÷èñëåííàÿ â Scilab, τ � øàã âðåìåíí�îé

ñåòêè.

5. Èññëåäóéòå çàâèñèìîñòü îøèáêè äèñêðåòèçàöèè e îò øàãà τ âðåìåíí�îé

ñåòêè äëÿ ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ.
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10.6 Ðàñ÷åò çàïàñà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ

äèñêðåòíûì è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ïî íîðìå ðå-

øåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

Öåëü ðàáîòû: ðàññ÷èòàòü çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ ïî

íîðìå ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà; ñðàâíèòü ñ ïîêàçàòåëÿìè

óñòîé÷èâîñòè ïî ãîäîãðàôó Íàéêâèñòà èç ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû 10.4.

Õîä ðàáîòû (2�4 ÷).

À. Ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

1. Äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðàìè èç

ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû 10.2 ïðè íóëåâîé çàäåðæêå T = 0 íàïèøèòå ïðî-

ãðàììó Scilab, âû÷èñëÿþùóþ

(a) ìàòðèöó A ñèñòåìû â íîðìàëüíîé ôîðìå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ìàòðè-

öàìè A,B,C ;

(b) ðåøåíèå H óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà A>H +HA = −I ;

(c) ñîáñòâåííûå ÷èñëà H c ïðîâåðêîé ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè

H > 0 ;

(d) ïîêàçàòåëü óñòîé÷èâîñòè κ(A) = ‖H‖ .

2. Ñðàâíèòå ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðû ïî çíà÷åíèþ ïîêàçàòåëÿ óñòîé÷èâîñòè

κ(A) . Îáúÿñíèòå ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîêàçàòåëÿ κ(A) .

Á. Ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì

1. Äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðàìè èç ëàáî-

ðàòîðíîé ðàáîòû 10.4 (ïðè çàäåðæêå T = 1.5 ), çàïèñàííûõ â íîðìàëüíîé

ôîðìå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ìàòðèöàìè Ad, Bd, Cd , íàïèøèòå ïðîãðàììó

Scilab, êîòîðàÿ âû÷èñëèò

(a) ðåøåíèå Hd äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà A
>
dHdAd−Hd = −I ;

(b) ñîáñòâåííûå ÷èñëà Hd c ïðîâåðêîé ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè

Hd > 0 ;

(c) ïîêàçàòåëü óñòîé÷èâîñòè κd(Ad) = ‖Hd‖ .
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2. Ñðàâíèòå äèñêðåòíûå ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðû ïî çíà÷åíèþ ïîêàçàòåëÿ

óñòîé÷èâîñòè κd(Ad) . Îáúÿñíèòå ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîêàçàòåëÿ κd(Ad) .

10.7 Îöåíèâàíèå ïðîöåññîâ ïî íàáëþäåíèÿì ñ âîçìóùå-

íèÿìè

Öåëü ðàáîòû: íàó÷èòüñÿ óäàëÿòü øóì èç íàáëþäåíèé ïðîöåññîâ íà îñíîâå

ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ.

Õîä ðàáîòû (2�4 ÷).

1. Âûïîëíèòå óïðàæíåíèÿ 39 è 40.

2. Ñìîäåëèðóéòå ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ â Scilab (ñì. ïðèìåðû ïðîãðàìì â

ðàçäåëå 9.1).

3. Â Scilab ïîñòðîéòå è ñðàâíèòå ãðàôèêè èñòèííûõ, çàøóìëåííûõ è âîñ-

ñòàíîâëåííûõ ïðîöåññîâ.

4. Îáúÿñíèòå ñìûñëîâóþ ñâÿçü çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè èç óïðàæíåíèé 39,

40 ñ çàäà÷åé 1 ôèëüòðàöèè øóìà íàáëþäåíèé (ñì. ðàçäåë 9.1).

10.8 Èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé ñèñòåìû ïî

íàáëþäåíèÿì ïðîöåññîâ ñ âîçìóùåíèÿìè

Öåëü ðàáîòû: íàó÷èòüñÿ èäåíòèôèöèðîâàòü ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè ïàðàìåò-

ðû äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû ïî çàøóìëåííûì íàáëþäåíèÿì ïðîöåññîâ.

Õîä ðàáîòû (4-6 ÷).

1. Âûïîëíèòå óïðàæíåíèÿ 42 è 43.

2. Ñìîäåëèðóéòå ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ â Scilab (ñì. ïðèìåðû ïðîãðàìì â

ðàçäåëå 9.1).

3. Âîññòàíîâèòå ïðîöåññû, ðåøèâ çàäà÷ó 1 (ôèëüòðàöèè) ïî ìåòîäèêå èç

ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû 10.7 è èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå

áûëè ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå èäåíòèôèêàöèè.
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4. Ïîñòðîéòå è ñðàâíèòå ãðàôèêè èñòèííûõ, çàøóìëåííûõ è âîññòàíîâëåí-

íûõ ïðîöåññîâ.

5. Ïóíêòû 3 è 4 ïîâòîðèòå äëÿ êàæäîãî èç òðåõ ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè.

Ëèòåðàòóðà

• ÊèìÄ.Ï. Òåîðèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ. Ò. 1. Ëèíåéíûå ñèñòåìû:

ó÷åá. ïîñîáèå / Ä.Ï.Êèì. Ì. : ÔÌË, 2003. 288 ñ.

• ÊèìÄ.Ï. Òåîðèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ. Ò. 2. Ìíîãîìåðíûå, íåëè-

íåéíûå, îïòèìàëüíûå è àäàïòèâíûå ñèñòåìû: ó÷åá. ïîñîáèå / Ä.Ï.Êèì.

Ì. : ÔÌË, 2004. 464 ñ.

• ÏîïîâÅ.Ï. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ è

óïðàâëåíèÿ: ó÷åá. ïîñîáèå / ÏîïîâÅ.Ï. 2-å èçä. Ì. : ¾Íàóêà¿, 1989. 304 ñ.

• ÏîïîâÅ.Ï. Òåîðèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ

è óïðàâëåíèÿ: ó÷åá. ïîñîáèå / ÏîïîâÅ.Ï. 2-å èçä. Ì. : ¾Íàóêà¿, 1988.

256 ñ.

• ÊðàñíîâÌ.Ë. Îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè: Çàäà÷è è

ïðèìåðû: ó÷åáíîå ïîñîáèå / Ì.Ë.Êðàñíîâ, À.È.Êèñåëåâ, Ã.È.Ìàêàðåíêî.

Èçä. 5-å. Ì. : Êíèæíûé äîì ¾ËÈÁÐÎÊÎÌ¿, 2013. 175 ñ.

Äîïîëíèòåëüíàÿ ëèòåðàòóðà

1. ÀíäðèåâñêèéÁ.Ð., ÔðàäêîâÀ.Ë. Èçáðàííûå ãëàâû òåîðèè àâòîìàòè÷å-

ñêîãî óïðàâëåíèÿ / Á.Ð.Àíäðèåâñêèé, À.Ë.Ôðàäêîâ. ÑÏá. : ¾Íàóêà¿,

2000. 475 ñ.

2. ÁåëëìàíÐ. Ââåäåíèå â òåîðèþ ìàòðèö. Ì.: ¾Íàóêà¿, 1969. 368 ñ.

3. ÌàêñâåëëÄ.Ê., ÂûøíåãðàäñêèéÈ.À., ÑòîäîëàÀ. Òåîðèÿ àâòîìàòè÷å-

ñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ (ëèíåàðèçîâàííûå çàäà÷è) / Ä.Ê.Ìàêñâåëë,

È.À.Âûøíåãðàäñêèé, À.Ñòîäîëà. Ì. : Èçä. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1949. 430 ñ.
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4. ÏîíòðÿãèíË.Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ /

Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèí, Â. Ã.Áîëòÿíñêèé, Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå, Å.Ô.Ìèùåíêî. Ì. :

¾Íàóêà¿, 1983. 392 ñ.

5. ÝëüñãîëüöË.Ý. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è âàðèàöèîííîå èñ÷èñëå-

íèå / Ë.Ý.Ýëüñãîëüö. Ì. : ¾Íàóêà¿, 1969. 424 ñ.

6. ÃàíòìàõåðÔ.Ð. Òåîðèÿ ìàòðèö / Ô.Ð. Ãàíòìàõåð. Ì. : ¾Íàóêà¿, 1966.

576 ñ.

7. ÃîäóíîâÑ.Ê. Ñîâðåìåííûå àñïåêòû ëèíåéíîé àëãåáðû / Ñ.Ê. Ãîäóíîâ.

Íîâîñèáèðñê: ¾Íàó÷íàÿ êíèãà¿, 1997. 390 ñ.

8. Äåìèäåíêî Ã.Â. Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ. Ó÷åáíîå ïîñîáèå / Ã.Â.Äåìèäåíêî.

Íîâîñèá. ãîñ. óí-ò. Íîâîñèáèðñê, 2009. 203 ñ.

9. Äåìèäîâè÷Á.Ï., ÌàðîíÈ.À. Îñíîâû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè /

Á.Ï.Äåìèäîâè÷, È.À.Ìàðîí. Ì. : ¾Íàóêà¿, 1966. 664 ñ.

10. ÀìåëèíàÌ.À., ÀìåëèíÑ.À. Ïðîãðàììà ñõåìîòåõíè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ Micro-Cap 8. / Ì.À.Àìåëèíà, Ñ.À.Àìåëèí. Ì. : ¾Ãîðÿ÷àÿ ëèíèÿ

� Òåëåêîì¿, 2007. 464 ñ.

11. ÀëåêñååâÅ. Ð. Scilab: Ðåøåíèå èíæåíåðíûõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ /

Å.Ð.Àëåêñååâ, Î.Â.×åñíîêîâà, Å.À.Ðóä÷åíêî. Ì. : ÀLT Linux; ÁÈÍÎÌ.

Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2008. 269 ñ. http://docs.altlinux.org/books/2008/

/altlibrary-scilab-20090409.pdf

12. Äå÷Ã. Ðóêîâîäñòâî ê ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-

ïëàñà è Z -ïðåîáðàçîâàíèÿ: ïåð. ñ íåì. / Ã.Äå÷. Ì. : ¾Íàóêà¿, 1971. 288

ñ.
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